Matematik Diinyasi, 2004 Yaz

Olasilik Kurami

Fare Peyniri Ne Kadar Zamanda Bulur?

ir farenin oniinde ti¢ delik var. Deliklerden
Bbirinde, hangisinde oldugu belli degil, bir

peynir var. Fare deliklerden rastgele birine
girip deligi kolacan ediyor. Eger peyniri bulursa, ne
ala, afiyetle kursagina geciriyor. Eger peyniri bula-
mazsa delikten ¢ikip bir bagka delige giriyor. Yal-
niz bu fare ¢ok unutkan. Hangi delikten ¢iktigini
hep unutuyor, dolayisiyla farenin birkag kez tistiis-
te aym delige girme olasiligi da var.

Fare, deliklerden birincisini 2 dakikada kola-
can edebiliyor, ikincisini 3 dakikada, t¢ilinciisuni
ise 4 dakikada.

Soru su: Fare ortalama ne kadar zamanda pey-
niri bulur?

Peynirin belli bir delikte olma olasiliginin 1/3
ve farenin de belli bir delige girme olasiliginin 1/3
oldugunu varsayacagiz. Yani ne peynir ne de fare
bir deligi bir bagka delige tercih ediyor...

Once peynirin birinci delikte oldugunu varsa-
yalim. Farenin ii¢ secenegi var.

a) 1/3 olasilikla sansi yaver gidecek ve birinci
delige girip 2 dakika icinde peyniri bulacak.

b) 1/3 olasilikla ikinci delige girecek ve 3 daki-
ka sonra peyniri bulamadan ¢ikacak.

¢) 1/3 olasilikla tictincii delige girecek ve 4 da-
kika sonra peyniri bulamadan ¢ikacak.

Birinci durumda hikaye 2 dakikada sona eriyor
ama diger iki durumda ayni hikayenin ta en bagina
dontiyoruz. Hikayenin akigsini soyle gosterebiliriz:

Goruldugu gibi, en az 1/3 olasilikla fare peyni-

:

Hikayenin bagi

1/ 1/3 3
Birinci kap1 Ikinci kapt Ugiincii kapt
2 dakika 3 dakika 4 dakika

: L

Hikayenin sonu

ri 2 dakikada bulacak. Ama 2/3 olasilikla da bula-
mayacak: 1/3 olasilikla 3 dakika sonra, 1/3 olasi-
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likla 4 dakika sonra hikiyenin bagina donecek.

Peynir birinci delikte oldugunda bulmak istedi-
gimiz ortalama siireye x diyelim. Yani fare bu du-
rumda ortalama x; dakika sonra peyniri bulabil-
sin. Demek ki hikdyenin ortalama x; dakika sonra
sona erecegini varsaylyoruz.

Yukardaki sema dakikalara vuruldugunda su
hale gelir:

Hikaye 1/3 olasilikla 2 dakikada sona erecek.
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Bu durum, yukardaki semada en soldaki okla gos-
terilmis.

Hikaye 1/3 olasilikla 3 + x| dakikada sona ere-
cek. Bu durum, yukardaki semada ortadaki okla
gosterilmis.

Hikaye 1/3 olasilikla 4 + x; dakikada sona ere-
cek. Bu durum, yukardaki semada en sagdaki okla
gosterilmis.

Demek ki hikiye, ortalama

%x2+§(3+x1)+%(4+x1)
dakika sonra sona erecek. Demek ki bu say1 x{’in
kendisine esit:
X1 :%x2+%(3+x1)+%(4+x1).

Bu denklemi ¢ozersek, x = 9 buluruz.

Bu, peynir birinci delikte oldugundaki ortalama.
Bu ytizden bu ortalama zamana x diyelim: x; = 9.

Peynir ikinci delikte oldugu durumdaki ortala-
ma zamani bulalim. Aynen yukardaki gibi diisu-

niirsek,
x) :%(2+x2)+%x3+%(4+x2)

ve
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X3 :%(2+x3)+%(3+x3)+%x4
buluruz. Bunlarin da ¢6ziimii x, = x3 = 9 ¢ikar.
Demek ki, 1/3 olasilikla peynir birinci delikte
olacak ve fare peyniri 9 dakikada bulacak, 1/3 ola-
silikla peynir ikinci delikte olacak ve fare peyniri 9
dakikada bulacak, 1/3 olasilikla peynir ticiinct de-
likte olacak ve fare peyniri 9 dakikada bulacak.
Sonugta fare peyniri ortalama
1 1 1
§><9+§><9+§><9 =9
dakikada bulacaktir.
Sonucu bulduk bulmasina da, sonucun 2 + 3 +
4 oldugu dikkatinizi ¢ekti mi? Bu say1 (9) farenin
delikleri kolagan etmek i¢in gecirmesi gerektigi su-
relerin (2, 3 ve 4’tin) toplamu... Bu bir rastlanti m1?
Bunun bir rastlanti olup olmadigini anlamak i¢in
soruyu genellestirebiliriz, birazdan da bunu yapa-
cagiz. Ama once bir bagka soruyu yanitlamaya ca-
ligalim:

Ortalama Deneme Sayisi. Fare ortalama kac
denemede peynirin oldugu deligi bulur?

Peynirin birinci delikte oldugunu varsayalim.

O zaman fare 1/3 olasilikla ilk 6nce bu delige
girecek ve peyniri 1 hamlede bulacaktir.

Farenin peyniri 2 hamlede bulmasi i¢in, fare-
nin ilk hamlesinde peyniri bulamamasi (olasiligi
2/3) ama ikinci hamlesinde peyniri bulmas gerekir
(olasihigr 1/3). Demek ki fare

(2/3) x (1/3)
olasilikla peyniri 2 hamlede bulacaktir.

Farenin peyniri i-inci hamlede bulmas: igin fa-
renin ilk i — 1 hamlede yanlis secim yapmis olmasi
gerekir (olasihgr (2/3)-1) ve i-inci hamlede dogru
se¢im yapmig olmasi gerekir (olasihigi 1/3). Demek
ki fare

(2/3)-1 x (1/3)
olasilikla peyniri i hamlede bulacaktr.

Simdi i x (2/3)1 x (1/3) sayilarim toplarsak
ortalama hamle sayisim buluruz:

i-1

P E BT S
i-1\3) 373413

Soldaki sonsuz toplami hesaplamaliyiz... Oradaki i

i—1

olmasa, bu toplam geometrik bir serinin toplami
olur ve sonucu rahatlikla bulabiliriz (1/(1-2/3) = 3
¢ikar) ama ne yazik ki toplamda can sikici bir i var.
Bir sonraki gri karede bu sonsuz toplami hesapla-
yacagiz ve 9 bulacagiz. Demek ki bu durumda, fa-

Teorem. Eger -1 < x < 1 ise,

olur.

; 1
Kanut : E :oox’ =
= —x

esitligini biliyoruz.
Her iki tarafin da tiirevini alalim. (Sol tarafin ti-
revini almak igin her terimin tiirevini alabilece-
gimizi bilmeniz lazim; bilmiyorsaniz da bu yazi-

lik inanin.) Aynen kanitlamak istedigimiz esitlik
cikar. O

Simdi x = 2/3 alirsak,

Y
=13 (1-2/3)%
bulunur.

re ortalama 3 denemede dogru deligi bulur.
Peynirin bir bagka delikte olmasi bu sonucu
degistirmez elbet. Peynir hangi delikte olursa
olsun, fare peyniri ortalama ti¢ denemede bulur.
Acaba buradan, sonucun 2 + 3 + 4 = 9 oldugu
anlagilir m? Bilemiyorum.

Genel Problem. # tane delik olsun ve fare i-inci
deligi kolacan etmek i¢in #; dakikaya gereksinsin. Ve
son olarak da peynirin herhangi bir delikte olma
olasihig: ve farenin herhangi bir deligi kolacan etme
olasihginin 1/n oldugunu varsayalim, yani tiim ola-
siliklar ayni olsun, deliklerden birinin digerine gore
bir ayricaligi olmasin.

Sorumuz soyle: Fare ortalama ne kadar zaman
sonra peyniri bulur?

Peynirin birinci kapida oldugunu varsayalim.
O zaman 1/n olasilikla fare bu kapiy1 sececektir ve
t; dakika sonra peyniri bulup afiyetle yiyecektir.
Eger i # 1 ise, fare 1/n olasilikla i-inci kapiy1 sege-
cektir ve #; zaman sonra peyniri bulamayip disar

2
1/n 1/n
1/n 1/n
tl t2 ti "
X1 Xy x4
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cikacak ve iglemlere yeni bastan baslayacaktr.
Eger x; farenin bu durumda peyniri bulmak i¢in
gecirdigi ortalama zaman ise,

t Iy +x t,+x
a2t rM o, L tn T

n n n

X1 =

denklemini elde ederiz. Buradan,

X1 =t +lh+..+1,
bulunur. Ayni nedenden, eger peynir i-inci delikte
oldugunda farenin peyniri bulmak i¢in gecirdigi
ortalama zaman x; ise,

X;=t +iH+..+1,
bulunur. Demek ki, farenin peyniri bulmak igin ge-

cirecegi ortalama zaman

X X X
T A X T
n n n

olacaktir. Demek ki daha 6nce buldugumuz
9=2+3+4
esitligi rastlantisal degil.
Simdi bir bagka problemin sonucunu bulmaya
calisalim. Fare ortalama ka¢ denemede peynir olan
deligi bulacaktir?

En Genel Problem. Son olarak peynirin #-inci

2
I I
I /i
t, t, t, t,
5 57, o

delikte olma olasihgimin p; ve farenin i-inci deligi
secme olasiliginin f; oldugunu varsayalim. Elbette,

p1+...+pn:1
ve

fi+..+f,=1
Peynir birinci delikte oldugunda, farenin pey-

niri yemek i¢in harcayacagi ortalama zaman x ise,
x1=f1tr+ falty +2x9) 4ot ity +x1)
=(fitr+ oty et futy)+ (Fa ot fr)xg

=(f1tr+ fata + ot futy) + (1= f1)xq
elde ederiz. Demek ki,

x1:f1t1+f2t2+~"+fntn

1

Ayni bigimde,
oo ditit ottt futy
;=
fi

bulunur. Demek ki farenin peyniri bulacagi ortala-

ma zaman,
>
,fz i

zipixi :iji f—l :Zi’j%fitf
=[Z,-%](Z,-f/t/)-

Birinci soru kadar ilging bir sonug¢ degil dogrusu.

Eger p; = f; = 1/n ise, daha 6nce buldugumuz
+...+1,

sonucunu buluruz. &

Toplama A diyelim:

A=11+12+1/3+1/4+1/5 + 1/6 + ...
Esitligin her iki tarafim 2’yle carpalim:

2A=2/1+2/2 +2/3 + 2/4 + 2/5+ 2/6 + ...
Yukardaki ifadenin sag tarafinda A’nin yeniden,

2/2 +2/4 + 2/6 + 2/8 + ...
olarak belirdigini goriiriiz (paydasinda cift sayi
olanlar). Demek ki,
2A=A +2/1 +2/3 +2/5+2/7 + ...

Ama sonsuz toplamin kuyrugundaki 2/1, 2/3, 2/5,
2/7 gibi paydasinda tek sayi olan sayilarin her bi-
ri de 2/2, 2/4, 2/6, 2/8 sayilarindan buytiktiir. De-
mek ki

Handan Yildizhan

2A > A +2/2+2/4+2/6 +2/8 + ...
=A+1+12+1/3+1/4 + ...
=A+A=2A.
Demek ki 2A > 2A. Dolayisiyla A bir gergel say1
olamaz, sonsuz olmak zorundadir.

Handan Yildizhan, Cagri-
bey Anadolu Lisesi 9A si-
nifindadir ve MD’nin is-
tahli bir okurudur. Daha
once gormedigimiz bu gii-
zel kaniti icin kendisini

kutlariz.




