
B
ir farenin önünde üç delik var. Deliklerden

birinde, hangisinde oldu¤u belli de¤il, bir

peynir var. Fare deliklerden rastgele birine

girip deli¤i kolaçan ediyor. E¤er peyniri bulursa, ne

âlâ, afiyetle kursa¤›na geçiriyor. E¤er peyniri bula-

mazsa delikten ç›k›p bir baflka deli¤e giriyor. Yal-

n›z bu fare çok unutkan. Hangi delikten ç›kt›¤›n›

hep unutuyor, dolay›s›yla farenin birkaç kez üstüs-

te ayn› deli¤e girme olas›l›¤› da var.

Fare, deliklerden birincisini 2 dakikada kola-

çan edebiliyor, ikincisini 3 dakikada, üçüncüsünü

ise 4 dakikada.

Soru flu: Fare ortalama ne kadar zamanda pey-

niri bulur?

Peynirin belli bir delikte olma olas›l›¤›n›n 1/3

ve farenin de belli bir deli¤e girme olas›l›¤›n›n 1/3

oldu¤unu varsayaca¤›z. Yani ne peynir ne de fare

bir deli¤i bir baflka deli¤e tercih ediyor...

Önce peynirin birinci delikte oldu¤unu varsa-

yal›m. Farenin üç seçene¤i var.

a) 1/3 olas›l›kla flans› yaver gidecek ve birinci

deli¤e girip 2 dakika içinde peyniri bulacak. 

b) 1/3 olas›l›kla ikinci deli¤e girecek ve 3 daki-

ka sonra peyniri bulamadan ç›kacak.

c) 1/3 olas›l›kla üçüncü deli¤e girecek ve 4 da-

kika sonra peyniri bulamadan ç›kacak.

Birinci durumda hikâye 2 dakikada sona eriyor

ama di¤er iki durumda ayn› hikâyenin ta en bafl›na

dönüyoruz. Hikâyenin ak›fl›n› flöyle gösterebiliriz:

Görüldü¤ü gibi, en az 1/3 olas›l›kla fare peyni-

ri 2 dakikada bulacak. Ama 2/3 olas›l›kla da bula-

mayacak: 1/3 olas›l›kla 3 dakika sonra, 1/3 olas›-

l›kla 4 dakika sonra hikâyenin bafl›na dönecek.

Peynir birinci delikte oldu¤unda bulmak istedi-

¤imiz ortalama süreye x1 diyelim. Yani fare bu du-

rumda ortalama x1 dakika sonra peyniri bulabil-

sin. Demek ki hikâyenin ortalama x1 dakika sonra

sona erece¤ini varsay›yoruz.

Yukardaki flema dakikalara vuruldu¤unda flu

hale gelir:

Hikâye 1/3 olas›l›kla 2 dakikada sona erecek.

Bu durum, yukardaki flemada en soldaki okla gös-

terilmifl.

Hikâye 1/3 olas›l›kla 3 + x1 dakikada sona ere-

cek. Bu durum, yukardaki flemada ortadaki okla

gösterilmifl.

Hikâye 1/3 olas›l›kla 4 + x1 dakikada sona ere-

cek. Bu durum, yukardaki flemada en sa¤daki okla

gösterilmifl.

Demek ki hikâye, ortalama

dakika sonra sona erecek. Demek ki bu say› x1’in

kendisine eflit:

Bu denklemi çözersek, x1 = 9 buluruz.

Bu, peynir birinci delikte oldu¤undaki ortalama.

Bu yüzden bu ortalama zamana x1 diyelim: x1 = 9.

Peynir ikinci delikte oldu¤u durumdaki ortala-

ma zaman› bulal›m. Aynen yukardaki gibi düflü-

nürsek,

ve
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buluruz. Bunlar›n da çözümü x2 = x3 = 9 ç›kar.

Demek ki, 1/3 olas›l›kla peynir birinci delikte

olacak ve fare peyniri 9 dakikada bulacak, 1/3 ola-

s›l›kla peynir ikinci delikte olacak ve fare peyniri 9

dakikada bulacak, 1/3 olas›l›kla peynir üçüncü de-

likte olacak ve fare peyniri 9 dakikada bulacak.

Sonuçta fare peyniri ortalama 

dakikada bulacakt›r.

Sonucu bulduk bulmas›na da, sonucun 2 + 3 +

4 oldu¤u dikkatinizi çekti mi? Bu say› (9) farenin

delikleri kolaçan etmek için geçirmesi gerekti¤i sü-

relerin (2, 3 ve 4’ün) toplam›... Bu bir rastlant› m›?

Bunun bir rastlant› olup olmad›¤›n› anlamak için

soruyu genellefltirebiliriz, birazdan da bunu yapa-

ca¤›z. Ama önce bir baflka soruyu yan›tlamaya ça-

l›flal›m: 

OOrrttaallaammaa DDeenneemmee SSaayy››ss››.. Fare ortalama kaç

denemede peynirin oldu¤u deli¤i bulur?

Peynirin birinci delikte oldu¤unu varsayal›m.

O zaman fare 1/3 olas›l›kla ilk önce bu deli¤e

girecek ve peyniri 1 hamlede bulacakt›r.

Farenin peyniri 2 hamlede bulmas› için, fare-

nin ilk hamlesinde peyniri bulamamas› (olas›l›¤›

2/3) ama ikinci hamlesinde peyniri bulmas› gerekir

(olas›l›¤› 1/3). Demek ki fare 

(2/3) × (1/3)

olas›l›kla peyniri 2 hamlede bulacakt›r.

Farenin peyniri i-inci hamlede bulmas› için fa-

renin ilk i − 1 hamlede yanl›fl seçim yapm›fl olmas›

gerekir (olas›l›¤› (2/3)i−1) ve i-inci hamlede do¤ru

seçim yapm›fl olmas› gerekir (olas›l›¤› 1/3). Demek

ki fare 

(2/3)i−1 × (1/3)

olas›l›kla peyniri i hamlede bulacakt›r.

fiimdi i × (2/3)i−1 × (1/3) say›lar›n› toplarsak

ortalama hamle say›s›n› buluruz:

Soldaki sonsuz toplam› hesaplamal›y›z... Oradaki i

olmasa, bu toplam geometrik bir serinin toplam›

olur ve sonucu rahatl›kla bulabiliriz (1/(1−2/3) = 3

ç›kar) ama ne yaz›k ki toplamda can s›k›c› bir i var.

Bir sonraki gri karede bu sonsuz toplam› hesapla-

yaca¤›z ve 9 bulaca¤›z. Demek ki bu durumda, fa-

re ortalama 3 denemede do¤ru deli¤i bulur.

Peynirin bir baflka delikte olmas› bu sonucu

de¤ifltirmez elbet. Peynir hangi delikte olursa

olsun, fare peyniri ortalama üç denemede bulur.

Acaba buradan, sonucun 2 + 3 + 4 = 9 oldu¤u

anlafl›l›r m? Bilemiyorum.

GGeenneell PPrroobblleemm.. n tane delik olsun ve fare i-inci

deli¤i kolaçan etmek için ti dakikaya gereksinsin. Ve

son olarak da peynirin herhangi bir delikte olma

olas›l›¤› ve farenin herhangi bir deli¤i kolaçan etme

olas›l›¤›n›n 1/n oldu¤unu varsayal›m, yani tüm ola-

s›l›klar ayn› olsun, deliklerden birinin di¤erine göre

bir ayr›cal›¤› olmas›n.

Sorumuz flöyle: Fare ortalama ne kadar zaman

sonra peyniri bulur?

Peynirin birinci kap›da oldu¤unu varsayal›m.

O zaman 1/n olas›l›kla fare bu kap›y› seçecektir ve

t1 dakika sonra peyniri bulup afiyetle yiyecektir.

E¤er i ≠ 1 ise, fare 1/n olas›l›kla i-inci kap›y› seçe-

cektir ve ti zaman sonra peyniri bulamay›p d›flar›
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olur. 

Her iki taraf›n da türevini alal›m. (Sol taraf›n tü-

revini almak için her terimin türevini alabilece-

¤imizi bilmeniz laz›m; bilmiyorsan›z da bu yaz›-

l›k inan›n.) Aynen kan›tlamak istedi¤imiz eflitlik

ç›kar. 

fiimdi x = 2/3 al›rsak, 

bulunur.
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ç›kacak ve ifllemlere yeni bafltan bafllayacakt›r.

E¤er x1 farenin bu durumda peyniri bulmak için

geçirdi¤i ortalama zaman ise, 

denklemini elde ederiz. Buradan,

x1 = t1 + t2 + ... + tn
bulunur. Ayn› nedenden, e¤er peynir i-inci delikte

oldu¤unda farenin peyniri bulmak için geçirdi¤i

ortalama zaman xi ise, 

xi = t1 + t2 + ... + tn
bulunur. Demek ki, farenin peyniri bulmak için ge-

çirece¤i ortalama zaman

olacakt›r. Demek ki daha önce buldu¤umuz 

9 = 2 + 3 + 4

eflitli¤i rastlant›sal de¤il.

fiimdi bir baflka problemin sonucunu bulmaya

çal›flal›m. Fare ortalama kaç denemede peynir olan

deli¤i bulacakt›r?

EEnn GGeenneell PPrroobblleemm.. Son olarak peynirin i-inci

delikte olma olas›l›¤›n›n pi ve farenin i-inci deli¤i

seçme olas›l›¤›n›n ƒi oldu¤unu varsayal›m. Elbette,

p1 + ... + pn = 1

ve 

ƒ1 + ... + ƒn = 1.

Peynir birinci delikte oldu¤unda, farenin pey-

niri yemek için harcayaca¤› ortalama zaman x1 ise,

elde ederiz. Demek ki,

Ayn› biçimde,

bulunur. Demek ki farenin peyniri bulaca¤› ortala-

ma zaman,

Birinci soru kadar ilginç bir sonuç de¤il do¤rusu.

E¤er pi = ƒi = 1/n ise, daha önce buldu¤umuz 

t1 + ... + tn
sonucunu buluruz. ♠
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Toplama A diyelim:

A = 1/1 + 1/2 + 1/3 + 1/4 + 1/5 + 1/6 + ...

Eflitli¤in her iki taraf›n› 2’yle çarpal›m:

2A = 2/1 + 2/2 + 2/3 + 2/4 + 2/5+ 2/6 + ...

Yukardaki ifadenin sa¤ taraf›nda A’n›n yeniden,

2/2 + 2/4 + 2/6 + 2/8 + ...

olarak belirdi¤ini görürüz (paydas›nda çift say›

olanlar). Demek ki,

2A = A + 2/1 + 2/3 + 2/5 + 2/7 + ...

Ama sonsuz toplam›n kuyru¤undaki 2/1, 2/3, 2/5,

2/7 gibi paydas›nda tek say› olan say›lar›n her bi-

ri de 2/2, 2/4, 2/6, 2/8 say›lar›ndan büyüktür. De-

mek ki

2A > A + 2/2 + 2/4 + 2/6 + 2/8 + ...

= A + 1 + 1/2 + 1/3 + 1/4 + ...

= A + A = 2A.

Demek ki 2A > 2A. Dolay›s›yla A bir gerçel say›

olamaz, sonsuz olmak zorundad›r.
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∞∑ Handan Y›ld›zhan

Handan Y›ld›zhan, Ça¤r›-

bey Anadolu Lisesi 9A s›-

n›f›ndad›r ve MD’nin ifl-

tahl› bir okurudur. Daha

önce görmedi¤imiz bu gü-

zel kan›t› için kendisini

kutlar›z. 


