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18’inci Ulusal Matematik Olimpiyati’nin Bi-
rinci Asama Sinavi sonucunda toplamda 51 kiginin
katilmaya hak kazandig Ikinci Asama Smavi diger
bilim olimpiyatlariyla beraber 27-28 Kasim
2010’da Ankara’da yapilmusti. Ikinci asama sinavi
sonuglarina gore Uluslararast Bilim Olimpiyatla-
r’'na Hazirlhk Kis Kampr'na katilan o6grenciler
Mart ayinin sonunda Milli Matematik Olimpiyat
Takimi’na girmek i¢in yapilan ve her giinde Sonlu
Matematik, Geometri, Sayilar Teorisi ve Analiz-
Cebir konularimni iceren 3 soru igin 4,5 saat surenin
verildigi 3 giinden olusan Turkiye Takim Se¢me Si-
navi(TST)’nda ter doktiiler.

Soldan saga: Polatkan Polat, Ufuk Kanat, Mehmet Efe Aken-
gin, $Sahin Emrah, Yigit Yargi¢, Mehmet Sénmez, Eray Akglin,

Y. Emre Demirci, Mehmet Sahin.

Milli takimimiz, Sahin Emrah ve Mehmet Sa-
hin hocalarimizin liderliginde 4-8 Mayis 2011 ta-
rihleri arasinda Romanya’nin Iasi (Yas) kentinde
20 tlkeden toplam 115 6grencinin katilimiyla du-
zenlenen 28’inci Balkan Matematik Olimpiya-
t'nda tilkemizi temsil ettiler. 4,5 saat siireli ve her
biri 10 puan lizerinden degerlendirilen 4 sorunun
soruldugu tek oturumdan olusan ve bu sene Ro-
manya takiminin 4 altin, 1 gimus, 1 bronz madal-
ya ve toplam 170 puan kazanarak birinci; Turkiye

* Matematik dgretmeni.

** Sag tist kogedeki fotografta, soldan saga: Mehmet Sonmez,
Ufuk Kanat, Yigit Yargic, Mehmet Akengin, Y. Emre Demir-
ci, Polatkan Polat

takiminin 1 altin, 4 giimiis, 1 bronz madalya ve
toplam 148 puanla kazanarak ikinci; Bulgaristan
takiminin 1 altin, 4 giimiis, 1 bronz madalya ve
toplam 137 puanla takim olarak tigtinci oldugu
yarismada, 6grencilerimizin aldiklari puanlar soy-
ledir: Mehmet Sénmez, 31 puan, altin, Ozel Ya-
manlar Fen Lisesi / Ufuk Kanat, 29 puan, giimiis,
Ozel Samanyolu Fen Lisesi / Yigit Yargig, 29 puan,
giimiig, Istanbul Lisesi / Mehmet Efe Akengin, 22
puan giimiis, Istanbul Lisesi / Yunus Emre Demir-
ci, 21 puan, giimiis, Ozel Aziziye Fen Lisesi / Polat-
kan Polat, 16 puan, bronz, Ozel Serhat Fen Lisesi.
Toplamda ise 9 altin, 31 gumus ve 46 bronz ma-
dalya dagitildi.

Sinav sorularina ve milli takimimizdaki 6gren-
cilerin sorulara verdigi ¢oztimlere bir goz atalim:

Soru 1. Yamuk olmayan bir ABCD kirisler
dortgeninin kosegenleri E noktasimda kesismekite-
dir. [AB] ve [CD] dogru parcalarimin orta noktala-
11 sirastyla F ve G, ( dogrusu da, G’den gecen ve
AB’ye paralel olan dogrudur. E’den (’ye ve CD’ye
inilen dikmelerin ayaklart sirasiyla H ve K olsun.
EF 1 HK oldugunu ispatlaymn.

Coziim (Mehmet Efe Akengin / Istanbul Lise-
si): EH dogrusu AB ve HK’yi sirasiyla Q ve P
noktalarinda, ¢ dogrusu ED’yi R’de kessin. Bu
noktalar bir sonraki sayfada gosterdik.

m(EHG) = 90° = m(EKG)

oldugundan E, K, H ve G noktalar1 ¢emberseldir
(EG caph dairenin ustiindedirler). Bu ¢emberselligi
kullanarak,



Matematik Diinyasi, 2010-1V

EF 1 HK < m(HEP) + m(EHP) = 90°

(FEQ) (180° — m(KHE)) = 90°
m(AEQ)-m(AEF)) +m(EGK)= 90°
(m(HEC) m(AEF))

(m(ERG) + m(DEG)) = 90°
bulunur. Diger taraftan, / Il AB’den ve ABCD’nin
kirigsel dortgeni olmasindan,

m(ERG) = m(ABE) = m(ECH)
esitliklerini biliyoruz. Bunu yukariya yansitirsak,
EF 1 HK < (m(HEC) — m(AEF))
(m(ECH) + m(DEG)) = 90°
< (m(HEC) + m(ECH)) — m(AEF)
+ m(DEG) = 90°
m(DEG) = m(AEF)
buluruz.

Simdi bu son esitligi kanitlayalim. ABCD kiris-
ler dortgeni oldugundan, AABE ~ ADEC olur. EG
ve EF dogru parcalari, bu iki benzer ticgenin kena-
rortaylari oldugundan, bu dogru parcalarinin iki
tggen icinde olusturdugu ticgenler de benzerdir,
demek ki ADEG ~ AAEF. Dolayisiyla m(DEG) =
m(AEF) olur ve boylece ispat biter.

Soru 2. x, y, z reel sayilari, x +y + z = 0 kosu-
lunu saglyorsa,

M2 2 cferd)

2x% +1 2y +1 2z +1

esitsizliginin saglandigimi kanmitlayin ve esitlik du-

>0

rumunu bulun.

Coziim (Mehmet Efe Akengin / Istanbul Lisesi):

Oncelikle
xx+2)  @x+1)* 1
26241 224%+1) 2
esitligini kullanarak, esitsizligi
2x+1?% Q2y+1? Qz+17?

2741 29241 227 +1
seklinde yeniden yazabiliriz. Diger taraftan,

>3

oldugundan, ve benzer esitsizlik y ve z icin de ge-
cerli oldugundan,

2x+1)% L2y 1? L2z 1)?
2741 29241 22741
. 2x+12 +2y+1? +2z+1)? 3
g(x2 + y2 +2%4)+1
bulunur. Esitligin saglanmasi icin
x+1)? (2x +1)?
R
2x" +1 g(x2 +y? +2%)+1
Qy+1? @+
R
2y~ +1 g(x2 +92 +22)+1
2z +17 2z +1)?

222 +1 g(x2+yz+zz)+1
olmali. Birinci esitlik, ancak
2x+1=0
ise ya da
(y+2)2=2(y2+2%),yaniy =2

ise gerceklesebilir. Tkinci ve iigiincii esitliklerin ger-
ceklesmesi igin, bu kosulun (x, y, z) tglisiiniin
dongusel permitasyonlari igin de dogru olmasi ge-
rekir. Bundan, kolaylikla esitligin su durumlarda

olacag cikar:

(x,y,2) =1(0,0,0)

(x y,2) = (1, =172, -1/2)
(x, 9, 2) = (-1/2, 1, ~1/2)
(x, y, 2) = (-1/2, =1/2, 1).

Soru 3. Elemanlari pozitif tamsayilar olan son-
lu bir S kiimesinin su 6zelligi vardir: “Eger x € §
ise, x’in tiim pozitif tambdlenleri de S kiimesinin
elemamdir”. T kiimesi S kiimesinin bos olmayan
bir altkiimesi olsun. Eger x <y kosuluna wyan bher
x,y € Ticin yIx € N ve bir asal saymin bir tam-
kuvvetine esitse, T kiimesine “iyi kiime” diyelim.
Eger x <y kosuluna wyan hicbir x, y € T icin ylx
sayist bir asal saymn tamkuvvetine esit degilse, T
kiimesine “kotii kiime” diyelim. S kiimesinin bir
elemanls ber altkiimesinin hem iyi hem de kotii kii-
me oldugunu kabul edelim. k sayisi, S kiimesinin
“iyi” altkiimelerinin maksimum eleman sayisi ol-
sun. Bilesimleri S kiimesine esit ve ikiserli olarak
ayrik olan k tane kotii kiime oldugunu ve bu ko-
sullar saglayan daba az sayida kétii kiime olama-

yacagini gésteriniz.
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Coziim (Mehmet Sonmez/Ozel Yamanlar Fen
Lisesi): Eleman sayisi k > 3 olan bir T iyi kiimesi
alalim. T’nin iki farkli elemani ayni kot kiitmede
olamayacagindan, problemdeki gibi kot kiime sa-
yisinin en az k olmasi gerektigi bariz. T nin en ku-
ciik elemani g, en biiyiik elemani da b olsun. lyi kii-
me olma kosulundan dolayi,

bla = p©
esitligini saglayan p asali ve o pozitif dogal sayisi
vardir. T’nin bir bagka ¢ sayisina bakalim.
cla =P
esitligi olacak bigimde 7 asal sayisi ve B pozitif do-
gal sayisi vardir. Eger » # p ise b/c sayisi tamsay1
olamaz, demek ki r = p ve T kiimesi
T = {a, ap®, ap, ..., ap®-1 = b}
olmali. T’nin elemanlarinin asal bir boleninin en
fazla k—1’inci kuvveti bu elemani bolebilir, ¢ctinki
aksi halde k’dan daha fazla elemani olan bir iyi kii-
me bulunur. Demek ki
T = {a, ap, ap?, ..., ap*k=1 = b}
olmali. ¢ € S icin
€= P1Ux pr%ax o x p,%
gosterimi ¢’nin farkli asallara ayrigimiysa,
fleo)=aq +o0y + -
olsun. i =0, 1, ..., k-1 icin
S;={ceS: flc) =i(mod k)}

olsun. Bu kiimeler kot kiimedir ciinki m, n € §;

+ 0,

icin min = p’ ise
r=f(m)—f(n)=i—i=0 (mod k)
olur. Ama r < k — 1 oldugundan r = 0, yani m = n
bulunur.
Not: Ayni soruyu Istanbul Lisesi'nden Yigit
Yargic da sik ancak daha uzun bir yolla ¢ozmustur.

Soru 4: Alani 1 olan ABCDEF konveks altige-
ninin karsilikly kenarlar: paraleldir. AB, CD ve EF
dogrularnun ikiserli kesisme noktalar: bir ticgenin
kosegenleridir. Benzer olarak BC, DE ve FA dog-
rularimin ikiserli kesisme noktalari baska bir iicge-
nin koseleridir. Bu iicgenlerden en az birinin alani-
mn en az 3/2 oldugunu gosteriniz.

Birinci Coziim (Yigit Yargic/Istanbul Lisesi):
Soruda bahsedilen iki ticgene Ty ve T, diyelim.
Alanlar sirasiyla S ve S, olsun. Eger Sy ve S,
3/2’den kuguik ise, ABCDEF altigeninin alaninin
1’den kiiciik oldugunu gosterecegiz.

T, ve T, tiggenlerinin karsilikli kenarlari para-
lel oldugundan, bu iki ticgen homotetiktir. Homo-
teti merkezi X olsun. Genelligi bozmadan §; > §,
varsayimini yapabiliriz.

Ty’in X’e gore simetrigi olan ticgene T,* diye-
lim. T,* tggeni T,’yi kapsadigindan, T, yerine
T,* tggenini alirsak, bu tggenin T ile kesigimi
olan altigen biiyiiyecektir. Bu nedenle genelligi
bozmadan $; = S, = S varsayabiliriz. Oyleyse, tiim
sekil X’e gore simetrik olur. Boylece ABCDEF al-
tigeni de X’e gore simetrik olur.

X noktasinin T; tiggeninin kenarlarina olan
uzakliklarinin, T ti¢geninin karsilik gelen yiksek-
ligine oranlar1 k¢, k,, k3 olsun. Simdi,

Alan(ABCDEP) = Alan(T}) - Alan(T; ~ ABCDEF)
=§-8x) (1-2k)

=sx(1—zi(1—2/@)2)
<%x(1—zi(l—2k,»)2)
:%x(—2+4ziki —421./@2)

bulunur. X noktasinin T ticgeninin koselerine bir-
lestirirsek elde edecegimiz ti¢ tane ti¢genin alanlari-
nin T4’in alanina oranlari ky, k, ve k3’tiir. Bura-
dan ky + ky + k3 = 1 buluruz. Dolayisiyla Aritme-
tik - Karesel Ortalama esitsizliginden

k%+k%+k§2%~(kl+k2+k3)2 _

W | =

elde edilir. Sonug olarak,

Alan(ABCDEF) < %-(—1 +AY ki 42{/?1.2)

sé- —2+4—i =1
2 3

bulunur ve ispatimiz tamamlanir.

Ikinci Coziim (Ufuk Kanat/Ozel Samanyolu
Fen Lisesi): AB, CD, EF dogrular1 asagidaki sekli-
deki gibi XYZ tiggenini; BC, DE, FA dogrular
TUV tggenini olustursun. F’den AB’ye, B’den
CD’ye, D’den EF’ye cizilen paraleller sirasiyla ¢,
lg, lp olsun. (p, {p, (g dogrulart KLM ticgenini
olustursun. Genelligi bozmadan ¢g'nin [CB] den
gectigini kabul edelim. C’den /f’ye cizilen paralel
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(g’yi P’de kessin. CP n /y = {O} olsun.
A(UDC) + A(CBZ) = A(ODC) + A(PBC)
- A(CDMB) + A(PMO)
ve [N CB € [CB]’den dolay:
A(PMQ) = A(KLM)

olup
A(UDC) + A(CBZ) > A(CDMB) + A(KLM)
olur. Ay sekilde
A(ABT) + A(AFY) > A(AFLB),
A(VEF) + A(XED) > A(DEFK)
olur. O zaman,
A(ABT) + A(BCZ) + A(CDU) + A(DEX)
+ A(EEV) + A(FAY)
> A(ABLF) + A(CBMD)
+ A(DEFK) + A(KLM)
= A(ABCDEF) =1
olup hem
A(XED) + A(YAF) + A(ZCB) < 1/2
hem de
A(TAB) + A(UDC) + A(VFE) < 1/2
saglanamayacagindan ya A(XYZ) ya da A(VUT)
en az birinin alan1 1 + 1/2 = 3/2 olacaktir. &

Olimpiyatcilarin kutsal Sitesi:

2004 yilinda Romen matematik¢i Valentin
Vornicu tarafinda kurulan ve su an AOPS’un (Art
of Problem Solving) bunyesinde bulunan eski ad-
resi ile www.mathlinks.ro, yeni adresi ile
http://www.artofproblemsolving.com/Fo-
rum/portal.php?ml=1, matematik olimpiyatlarina
dair her seyi Ingilizce olarak bulabileceginiz bir si-
te. Site cubuguna www.mathlinks.ro yazdiginizda

ﬁ' MathLinks
o D ol Frgdbom Sedwiseg

karginiza ilk ¢ikan sayfa,
reklam ve her turli sata-
fattan uzak, sade ve “bi-
limsel” bir sayfa oluyor
(bkz yandaki resim). Ust
taraftaki ¢cubuktan Com-
munity (camia) diigmesi-
ne tiklayarak matematik

deryasina dalmak, ya da
sayfanin solunda yer alan
LatestUpdates (en son

eklenenler) kismindan is-
tediginiz bir tilkenin Ulu-
sal Matematik Olimpiyati sorularina ulagmak,
Problem of Day diigmesinden giiniin sorusunu ¢o-

www.mathlinks.ro

Thsan Yiicel / ibsanyucell 9@gmail.com

ziip ilk ¢oziim yollayan olmak ya da en son gon-
derilenleri konu bagliklari ile ana sayfanin sag kis-
minda Recent Post bagligi altinda gérmek miim-
kiin. Bizi en cok cezbeden seyse, Contests (yarig-
malar) digmesinden giinimiize kadar yerytiziinde
yapilmig pek ¢ok olimpiyat sorusuna ¢oziimleri ile
birlikte ulagilabilmesi (Turkiye’nin sorularini dahi
bulabilirsiniz, tabii ki Ingilizce.). Sitede birkac sa-
Math-
links’in neden olimpiyat-

at dolaninca,

cilarin “kutsal” sitesi ol-
e | dugunu daha iyi anlaya-
' caksiniz. Bu sitede her
matematik¢inin  derdine
derman var. Sadece olim-
piyat degil, matematik ile
alakali herhangi bir ko-
nuda kafaniza takilan bir
seyi uygun alt forum’da

sordugunuzda, c¢ok kisa
stirede yardimci olan bi-
rileri bulabiliyorsunuz. Herhalde fazla soze gerek
yok, Mathlinks’i kacirmayin deriz.




