
18’inci Ulusal Matematik Olimpiyat›’n›n Bi-

rinci Aflama S›nav› sonucunda toplamda 51 kiflinin

kat›lmaya hak kazand›¤› ‹kinci Aflama S›nav› di¤er

bilim olimpiyatlar›yla beraber 27-28 Kas›m

2010’da Ankara’da yap›lm›flt›. ‹kinci aflama s›nav›

sonuçlar›na göre Uluslararas› Bilim Olimpiyatla-

r›’na Haz›rl›k K›fl Kamp›’na kat›lan ö¤renciler

Mart ay›n›n sonunda Milli Matematik Olimpiyat

Tak›m›’na girmek için yap›lan ve her günde Sonlu

Matematik, Geometri, Say›lar Teorisi ve Analiz-

Cebir konular›n› içeren 3 soru için 4,5 saat sürenin

verildi¤i 3 günden oluflan Türkiye Tak›m Seçme S›-

nav›(TST)’nda ter döktüler. 

Milli tak›m›m›z, fiahin Emrah ve Mehmet fia-

hin hocalar›m›z›n liderli¤inde 4-8 May›s 2011 ta-

rihleri aras›nda Romanya’n›n Iasi (Yafl) kentinde

20 ülkeden toplam 115 ö¤rencinin kat›l›m›yla dü-

zenlenen 28’inci Balkan Matematik Olimpiya-

t›’nda ülkemizi temsil ettiler. 4,5 saat süreli ve her

biri 10 puan üzerinden de¤erlendirilen 4 sorunun

soruldu¤u tek oturumdan oluflan ve bu sene Ro-

manya tak›m›n›n 4 alt›n, 1 gümüfl, 1 bronz madal-

ya ve toplam 170 puan kazanarak birinci; Türkiye

tak›m›n›n 1 alt›n, 4 gümüfl, 1 bronz madalya ve

toplam 148 puanla kazanarak ikinci; Bulgaristan

tak›m›n›n 1 alt›n, 4 gümüfl, 1 bronz madalya ve

toplam 137 puanla tak›m olarak üçüncü oldu¤u

yar›flmada, ö¤rencilerimizin ald›klar› puanlar flöy-

ledir: Mehmet Sönmez, 31 puan, alt›n, Özel Ya-

manlar Fen Lisesi / Ufuk Kanat, 29 puan, gümüfl,

Özel Samanyolu Fen Lisesi / Yi¤it Yarg›ç, 29 puan,

gümüfl, ‹stanbul Lisesi / Mehmet Efe Akengin, 22

puan gümüfl, ‹stanbul Lisesi / Yunus Emre Demir-

ci, 21 puan, gümüfl, Özel Aziziye Fen Lisesi / Polat-

kan Polat, 16 puan, bronz, Özel Serhat Fen Lisesi.

Toplamda ise 9 alt›n, 31 gümüfl ve 46 bronz ma-

dalya da¤›t›ld›. 

S›nav sorular›na ve milli tak›m›m›zdaki ö¤ren-

cilerin sorulara verdi¤i çözümlere bir göz atal›m:

Soru 1. Yamuk olmayan bir ABCD kirifller

dörtgeninin köflegenleri E noktas›nda kesiflmekte-

dir. [AB] ve [CD] do¤ru parçalar›n›n orta noktala-

r› s›ras›yla F ve G, l do¤rusu da, G’den geçen ve

AB’ye paralel olan do¤rudur. E’den l ’ye ve CD’ye

inilen dikmelerin ayaklar› s›ras›yla H ve K olsun.

EF – HK oldu¤unu ispatlay›n. 

Çözüm (Mehmet Efe Akengin / ‹stanbul Lise-

si): EH do¤rusu AB ve HK ’yi s›ras›yla Q ve P

noktalar›nda, l do¤rusu ED’yi R’de kessin. Bu

noktalar› bir sonraki sayfada gösterdik.

m(EHG) = 90° = m(EKG)

oldu¤undan E, K, H ve G noktalar› çemberseldir

(EG çapl› dairenin üstündedirler). Bu çemberselli¤i

kullanarak,
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EF–HK ⇔ m(HEP) + m(EHP) = 90°

⇔ m(FEQ) + (180° − m(KHE)) = 90°

⇔ (m(AEQ)−m(AEF)) +m(EGK)= 90°

⇔ (m(HEC) − m(AEF))

(m(ERG) + m(DEG)) = 90°

bulunur. Di¤er taraftan, l || AB’den ve ABCD’nin

kiriflsel dörtgeni olmas›ndan,

m(ERG) = m(ABE) = m(ECH)

eflitliklerini biliyoruz. Bunu yukar›ya yans›t›rsak,

EF–HK ⇔ (m(HEC) − m(AEF))

(m(ECH) + m(DEG)) = 90°

⇔ (m(HEC) + m(ECH)) − m(AEF)

+ m(DEG) = 90°

⇔ m(DEG) = m(AEF) 

buluruz.

fiimdi bu son eflitli¤i kan›tlayal›m. ABCD kirifl-

ler dörtgeni oldu¤undan, ∆ABE ~ ∆DEC olur. EG

ve EF do¤ru parçalar›, bu iki benzer üçgenin kena-

rortaylar› oldu¤undan, bu do¤ru parçalar›n›n iki

üçgen içinde oluflturdu¤u üçgenler de benzerdir,

demek ki ∆DEG ~ ∆AEF. Dolay›s›yla m(DEG) =

m(AEF) olur ve böylece ispat biter. 

Soru 2. x, y, z reel say›lar›, x + y + z = 0 koflu-

lunu sa¤l›yorsa,

eflitsizli¤inin sa¤land›¤›n› kan›tlay›n ve eflitlik du-

rumunu bulun.

Çözüm (Mehmet Efe Akengin / ‹stanbul  Lisesi):

Öncelikle 

eflitli¤ini kullanarak, eflitsizli¤i 

fleklinde yeniden yazabiliriz. Di¤er taraftan, 

oldu¤undan, ve benzer eflitsizlik y ve z için de ge-

çerli oldu¤undan,

bulunur. Eflitli¤in sa¤lanmas› için 

olmal›. Birinci eflitlik, ancak 

2x + 1 = 0 

ise ya da 

(y + z)2 = 2(y2 + z2), yani y = z

ise gerçekleflebilir. ‹kinci ve üçüncü eflitliklerin ger-

çekleflmesi için, bu koflulun (x, y, z) üçlüsünün

döngüsel permütasyonlar› için de do¤ru olmas› ge-

rekir. Bundan, kolayl›kla eflitli¤in flu durumlarda

olaca¤› ç›kar:

(x, y, z) = (0, 0, 0)

(x, y, z) = (1, −1/2, −1/2) 

(x, y, z) = (−1/2, 1, −1/2) 

(x, y, z) = (−1/2, −1/2, 1). 

Soru 3. Elemanlar› pozitif tamsay›lar olan son-

lu bir S kümesinin flu özelli¤i vard›r: “E¤er x ∈ S

ise, x’in tüm pozitif tambölenleri de S kümesinin

eleman›d›r”. T kümesi S kümesinin bofl olmayan

bir altkümesi olsun. E¤er x < y kofluluna uyan her

x, y ∈ T için y/x ∈ N ve bir asal say›n›n bir tam-

kuvvetine eflitse, T kümesine “iyi küme” diyelim.

E¤er x < y kofluluna uyan hiçbir x, y ∈ T için y/x

say›s› bir asal say›n›n tamkuvvetine eflit de¤ilse, T

kümesine “kötü küme” diyelim. S kümesinin bir

elemanl› her altkümesinin hem iyi hem de kötü kü-

me oldu¤unu kabul edelim. k say›s›, S kümesinin

“iyi” altkümelerinin maksimum eleman say›s› ol-

sun. Bileflimleri S kümesine eflit ve ikiflerli olarak

ayr›k olan k tane kötü küme oldu¤unu ve bu ko-

flullar› sa¤layan daha az say›da kötü küme olama-

yaca¤›n› gösteriniz.

2

Matematik Dünyas›, 2010-IV

 

x x

x

y y

y

z z

z

( ) ( ) ( )+

+
+

+

+
+

+

+
≥

2

2 1

2

2 1

2

2 1
0

2 2 2

 

x x

x

x

x

( ) ( )

( )

+

+
=

+

+
−

2

2 1

2 1

2 2 1

1

22

2

2

 

( ) ( ) ( )2 1

2 1

2 1

2 1

2 1

2 1
3

2

2

2

2

2

2

x

x

y

y

z

z

+

+
+

+

+
+

+

+
≥

 

2
4

3

2

3

4

3

2

3

4

3

4

3

4

3

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

x x x x y z

x y z x y z

= + − = + +

≤ + + = + +

( ) ( )

( ) ( ) ( )✶

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

2 1

2 1

2 1

2 1

2 1

2 1

2 1 2 1 2 1

4

3
1

3

2

2

2

2

2

2

2 2 2

2 2 2

x

x

y

y

z

z

x y z

x y z

+

+
+

+

+
+

+

+

≥
+ + + + +

+ + +
=

 

( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

2 1

2 1

2 1

4

3
1

2 1

2 1

2 1

4

3
1

2 1

2 1

2 1

4

3
1

2

2

2

2 2 2

2

2

2

2 2 2

2

2

2

2 2 2

x

x

x

x y z

y

y

y

x y z

z

z

z

x y z

+

+
=

+

+ + +

+

+
=

+

+ + +

+

+
=

+

+ + +

A

D

R

G
K C

B

H

P

E

F
Q

l



Çözüm (Mehmet Sönmez/Özel Yamanlar Fen

Lisesi): Eleman say›s› k ≥ 3 olan bir T iyi kümesi

alal›m. T ’nin iki farkl› eleman› ayn› kötü kümede

olamayaca¤›ndan, problemdeki gibi kötü küme sa-

y›s›n›n en az k olmas› gerekti¤i bariz. T ’nin en kü-

çük eleman› a, en büyük eleman› da b olsun. ‹yi kü-

me olma koflulundan dolay›,

b/a = pα

eflitli¤ini sa¤layan p asal› ve α pozitif do¤al say›s›

vard›r. T ’nin bir baflka c say›s›na bakal›m.

c/a = rβ

eflitli¤i olacak biçimde r asal say›s› ve β pozitif do-

¤al say›s› vard›r. E¤er r ≠ p ise b/c say›s› tamsay›

olamaz, demek ki r = p ve T kümesi

T = {a, apα1, apα2, ..., apαk−1 = b}

olmal›. T ’nin elemanlar›n›n asal bir böleninin en

fazla k−1’inci kuvveti bu eleman› bölebilir, çünkü

aksi halde k’dan daha fazla eleman› olan bir iyi kü-

me bulunur. Demek ki

T = {a, ap, ap2, ..., apk−1 = b}

olmal›. c ∈ S için 

c = p1
α1 × p2

α2 × L × pr
αr

gösterimi c’nin farkl› asallara ayr›fl›m›ysa,

ƒ(c) = α1 + α2 + L + αr

olsun. i = 0, 1, ..., k−1 için

Si = {c ∈ S : ƒ(c)  ≡ i (mod k)}

olsun. Bu kümeler kötü kümedir çünkü m, n ∈ Si

için m/n = pr ise 

r = ƒ(m) − ƒ(n) ≡ i − i = 0 (mod k) 

olur. Ama r ≤ k − 1 oldu¤undan r = 0, yani m = n

bulunur.

Not: Ayn› soruyu ‹stanbul Lisesi’nden Yi¤it

Yarg›ç da fl›k ancak daha uzun bir yolla çözmüfltür.

Soru 4: Alan› 1 olan ABCDEF konveks alt›ge-

ninin karfl›l›kl› kenarlar› paraleldir. AB, CD ve EF

do¤rular›n›n ikiflerli kesiflme noktalar› bir üçgenin

köflegenleridir. Benzer olarak BC, DE ve FA do¤-

rular›n›n ikiflerli kesiflme noktalar› baflka bir üçge-

nin köfleleridir. Bu üçgenlerden en az birinin alan›-

n›n en az 3/2 oldu¤unu gösteriniz.

Birinci Çözüm (Yi¤it Yarg›ç/‹stanbul Lisesi):

Soruda bahsedilen iki üçgene T1 ve T2 diyelim.

Alanlar› s›ras›yla S1 ve S2 olsun. E¤er S1 ve S2,

3/2’den küçük ise, ABCDEF alt›geninin alan›n›n

1’den küçük oldu¤unu gösterece¤iz.

T1 ve T2 üçgenlerinin karfl›l›kl› kenarlar› para-

lel oldu¤undan, bu iki üçgen homotetiktir. Homo-

teti merkezi X olsun. Genelli¤i bozmadan S1 ≥ S2

varsay›m›n› yapabiliriz. 

T1’in X ’e göre simetri¤i olan üçgene T2* diye-

lim. T2* üçgeni T2’yi kapsad›¤›ndan, T2 yerine

T2* üçgenini al›rsak, bu üçgenin T1 ile kesiflimi

olan alt›gen büyüyecektir. Bu nedenle genelli¤i

bozmadan S1 = S2 = S varsayabiliriz. Öyleyse, tüm

flekil X ’e göre simetrik olur. Böylece ABCDEF al-

t›geni de X ’e göre simetrik olur.

X noktas›n›n T1 üçgeninin kenarlar›na olan

uzakl›klar›n›n, T1 üçgeninin karfl›l›k gelen yüksek-

li¤ine oranlar› k1, k2, k3 olsun. fiimdi,

bulunur. X noktas›n›n T1 üçgeninin köflelerine bir-

lefltirirsek elde edece¤imiz üç tane üçgenin alanlar›-

n›n T1’in alan›na oranlar› k1, k2 ve k3’tür. Bura-

dan k1 + k2 + k3 = 1 buluruz. Dolay›s›yla Aritme-

tik - Karesel Ortalama eflitsizli¤inden

elde edilir. Sonuç olarak,

bulunur ve ispat›m›z tamamlan›r.

‹kinci Çözüm (Ufuk Kanat/Özel Samanyolu

Fen Lisesi): AB, CD, EF do¤rular› afla¤›daki flekli-

deki gibi XYZ üçgenini; BC, DE, FA do¤rular›

TUV üçgenini olufltursun. F ’den AB’ye, B’den

CD’ye, D’den EF ’ye çizilen paraleller s›ras›yla lF,

lB, lD olsun. lB, lD, lF do¤rular› KLM üçgenini

olufltursun. Genelli¤i bozmadan lF’nin [CB] den

geçti¤ini kabul edelim. C’den lF’ye çizilen paralel
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lB’yi P’de kessin. CP ∩ lD = {Q} olsun. 

A(UDC) + A(CBZ) = A(QDC) + A(PBC) 

= A(CDMB) + A(PMQ) 

ve lF ∩ CB ∈ [CB]’den dolay› 

A(PMQ) ≥ A(KLM) 

olup 

A(UDC) + A(CBZ) ≥ A(CDMB) + A(KLM)

olur. Ayn› flekilde 

A(ABT) + A(AFY) ≥ A(AFLB), 

A(VEF) + A(XED) ≥ A(DEFK) 

olur. O zaman, 

A(ABT) + A(BCZ) + A(CDU) + A(DEX) 

+ A(EFV) + A(FAY) 

≥ A(ABLF) + A(CBMD) 

+ A(DEFK) + A(KLM)

= A(ABCDEF) = 1 

olup hem 

A(XED) + A(YAF) + A(ZCB) < 1/2 

hem de 

A(TAB) + A(UDC) + A(VFE) < 1/2 

sa¤lanamayaca¤›ndan ya A(XYZ) ya da A(VUT)

en az birinin alan› 1 + 1/2 = 3/2 olacakt›r. ♣
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2004 y›l›nda Romen matematikçi Valentin

Vornicu taraf›nda kurulan ve flu an AOPS’un (Art

of Problem Solving) bünyesinde bulunan eski ad-

resi ile www.mathlinks.ro, yeni adresi ile

http://www.artofproblemsolving.com/Fo-

rum/portal.php?ml=1, matematik olimpiyatlar›na

dair her fleyi ‹ngilizce olarak bulabilece¤iniz bir si-

te. Site çubu¤una www.mathlinks.ro yazd›¤›n›zda

karfl›n›za ilk ç›kan sayfa,

reklam ve her türlü flata-

fattan uzak, sade ve “bi-

limsel” bir sayfa oluyor

(bkz yandaki resim). Üst

taraftaki çubuktan Com-

munity (camia) dü¤mesi-

ne t›klayarak matematik

deryas›na dalmak, ya da

sayfan›n solunda yer alan

LatestUpdates (en son

eklenenler) k›sm›ndan is-

tedi¤iniz bir ülkenin Ulu-

sal Matematik Olimpiyat› sorular›na ulaflmak,

Problem of Day dü¤mesinden günün sorusunu çö-

züp ilk çözüm yollayan olmak ya da en son gön-

derilenleri konu bafll›klar› ile ana sayfan›n sa¤ k›s-

m›nda Recent Post bafll›¤› alt›nda görmek müm-

kün. Bizi en çok cezbeden fleyse, Contests (yar›fl-

malar) dü¤mesinden günümüze kadar yeryüzünde

yap›lm›fl pek çok olimpiyat sorusuna çözümleri ile

birlikte ulafl›labilmesi (Türkiye’nin sorular›n› dahi

bulabilirsiniz, tabii ki ‹ngilizce.). Sitede birkaç sa-

at dolan›nca, Math-

links’in neden olimpiyat-

ç›lar›n “kutsal” sitesi ol-

du¤unu daha iyi anlaya-

caks›n›z. Bu sitede her

matematikçinin derdine

derman var. Sadece olim-

piyat de¤il, matematik ile

alakal› herhangi bir ko-

nuda kafan›za tak›lan bir

fleyi uygun alt forum’da

sordu¤unuzda, çok k›sa

sürede yard›mc› olan bi-

rileri bulabiliyorsunuz. Herhalde fazla söze gerek

yok, Mathlinks’i kaç›rmay›n deriz. 

Olimpiyatç›lar›n kutsal Sitesi: 

www.mathlinks.ro
‹hsan Yücel / ihsanyucel19@gmail.com


