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52. Uluslararas1 Matematik Olimpiyati 16-24 Temmuz tarihleri arasinda Hollanda’nin
Amsterdam kentinde yapildi. 101 tilkeden 564 yarismacinin katildig1 olimpiyatlarda
matematik milli takimimiz biiyiik bir basariya imza att1. Dort buguk saatlik iki oturumdan
olusan smavda, her oturumda 6grencilere 7 puan degerinde 3’er soru yoneltildi. Toplam 42
puan iizerinden Mehmet Sonmez 34 puan, Ufuk Kanat 33 puan ve Mehmet Efe Akengin 28
puanla altin; Yunus Emre Demirci ve Polatkan Polat 23'er puanla glimiis; Yigit Yargig 18
puanla bronz madalya kazandi. Bireysel siralamada Mehmet S6nmez 10. ve Ufuk Kanat 12.
oldu. ilk on iilke ve puanlari ise su sekilde siralandi: Cin-189, USA-184, Singapur-179,
Rusya-161, Tayland-160, TURKIYE-159, Kuzey Kore-157, Romanya-154, Tayvan-154, Iran-
151.

Soldan saga: Yigit Yargig, Ufuk Kanat, Yunus Emre Demirci, Polatkan Polat,

Mehmet Efe Akengin, Azer Kerimov.

Takim liderligini Bilkent Universitesi dgretim iiyelerinden Okan Tekman ve lider
yardimciligini da yine ayni1 liniversiteden Azer Kerimov yapmistir. Son 5 senelik dilime
bakildiginda, milli takimimiz siirekli bir artis izleyerek 17. siradan once 8lige yiikselmis, ii¢
sene ard arda 8. olduktan sonra da kendi rekorunu kirarak diinya altincis1 olmustur. Ayrica
smavin en zor sorusu olan 6. sorudan da en yliksek puan1 Milli Takimimiz almistir.

Cok uzatmadan, 52. Uluslararas1 Matematik Olimpiyati’nda sorulan sorulara ve
¢Ozlimlerine gecelim...

' Matematik 6gretmeni
% (sol iist bastan saga dogru)Mehmet Sénmez, Ufuk Kanat, (sol alt bastan saga dogru) Mehmet Akengin, Yigit
Yargic.



BIRINCI GUN SINAV SORULARI

Soru 1. Dért farklr pozitif tam sayidan olusan bir A = {a,, a», as, as} kiimesi igin,

a\+ ay + az + ag toplamini s ile gosterelim. 1 <i <j <4 olmak iizere, a;+ a;’ nin s’y boldiigii
(i, j) ikililerinin sayisini da ny ile gosterelim. Dort farkl pozitif tam sayidan olugan ve n nin
alabilecegi en biiyiik degeri almasini saglayan tiim A kiimelerini bulunuz.

Coziim (Yigit Yargic / Ludvig Maximilian Universitit, Munich, Teorik Fizik): Genelligi
bozmadan a; < a; < a3 < a4 varsayip, ny < 4 esitsizligini gosterelim:

Si_Gtatata, atatata,
2 2 2

=a,+a,<a +a,+ta,+a,=s,

oldugundan (a3 + aq) 1 s4,
Sy _@tataita, _a+a,+a,+a,
2 2 2

=a,+a,<a+a,+a,+a,=s,

oldugundan (a> + a4) t s4 olacaktir. Demek ki ny < 4 tiir. Ayrica ny = 4 olabilmesi i¢in, hem

(a1 + as) 1 s, hem de (ay + a3) | 5.4 saglanmasi gerekiyor, ancak
(a1t as) + (a2t a3) =s4
oldugu i¢in

S
(a1t aq) = (a7t a3) = ==

olmasi gerekir. Burada ny = 4 esitliginin miimkiin oldugunu iddia ederek tiim ¢oziimleri
bulmaya c¢alisacagiz. x = a;, y = as ve t = a, — a) = as— a; dersek, elimizdeki dort say1 sirasiyla

2(x+y)

(a1+ as) | 5’ dan (x+y—0\2(x+y), yani
X+

x,x+t, y—t,yseklini alir.

eZ" elde ederiz.

Ayrica a; < azoldugundan x + ¢ <y —t, yani 2¢ <y —x <Xx + y buluruz.
Hx+y-0>2(x+y)>2x+y-1

2(x+ , 2(x+
ve buradan 4 > M > 2 olmasi gerekir. Oyleyse M =3, yani t = Xy olmalidir.
xX+y—t xX+y—t 3
t= HTy yerine yazarsak elimizdeki dort say1 sirastyla x, 4x; Y , 2y 3_ al ,y olur. a,<aj
. 4x+y 2y—x .
oldugundan < , yani y > 5x olmalidir.

Tx+y

(a1 + a2) | 5.,dan | 2(x + y), buradan da adim adim: (7x + y) | (6x + 6y),

(7x + ) | (6(7x + ) — (6x + 6y)) ise (Tx + y) | 36x

36x € Z" buluruz. Ancak, 36x < 36 =3 oldugundan

Tx+y Tx+y Tx+5x Tx+y

ve {1,2} olmalidur.



36x
Tx+y

36x
Tx+y

=1 olursa, y = 29x ve boylece ¢coziim (a, az, as, as) = (x, 11x, 19x, 29x) olur.

=2 olursa, y = 11x ve boylece ¢6ziim (a;, a», a3, as) = (x, 5x, 7x, 11x) olur.
Bu iki ¢6zlim her x € N igin sorudaki sart1 saglar biitiin ¢6ziimler de bunlardir.

Soru 2. S diizlemde en az iki noktadan olusan sonlu bir kiime olsun. S’nin herhangi ii¢
noktasinin dogrudas olmadigini varsayalim. Bir yel degirmeni, S’ye ait tek bir P noktasindan
gecen bir | dogrusu ile baslayan bir siirectir. Bu dogru, donme merkezi P olmak tizere, S’nin
baska bir noktasindan daha gegtigi ilk ana kadar saat yoniinde doniiyor. Bu ikinci noktaya Q
dersek, bundan sonra dogru, yeni donme merkezi Q olmak iizere, tekrar S’nin baska bir
noktasindan daha gectigi ilk ana kadar saat yoniinde donmeyi siirdiiriiyor. Bu siire¢ sonsuz
kadar devam ediyor. Olusan yel degirmenin S’nin her noktasini sonsuz kez donme merkezi
olarak kullanmasini saglayacak bi¢imde, S’ye ait bir P noktasi ve P’den gegen bir [ dogrusu
secebilecegimizi gosteriniz.

Cé6ziim (Mehmet Sonmez / izmir Ozel Yamanlar Fen Lisesi): Coziime bir gézlemimizle
baslayalim. Bu siiregte bizden istenen her noktanin sonsuz kere donme merkezi olmasidir. Bu
nedenle ilk olarak periyodik olma durumunu ispatlamaya ¢aligalim. (M, Up) ikilisiyle donme
merkezi 4 olan ve ug¢ noktasi B olan dogruyu gosterelim. Bu gdsterim, stirecteki herhangi bir
zamanda basta se¢ilen ve donme merkezi degistirilerek siire¢ olusturan dogrunun nerede
oldugunu ve donme merkezi ne oldugunu bize gosteriyor.

Sekil-1

Sekil-1"de kesisim yeri merkez olmakta ve dogru yeni bir noktayla temas ettiginde ise yeni
degilen nokta merkez, 6nceden merkez olan ise ug¢ nokta olmaktadir. Dogrunun hareketi
herhangi bir sekilde sinirlanamadigi i¢in dogru sonsuz defa bu siire¢ iginde (merkez, ug)
ikilisini degistirecek, o halde en az bir ikili iki defa gececektir. O ikiliyi goz onilinde
bulunduralim. Siire¢ olusturan dogrumuz iki kez ayn1 (merkez, u¢) ikilisine ugramis
oldugundan bu ikiliye ugradiktan sonraki hareket fonksiyonu ayni oldugu i¢in dogrunun bu
iki noktaya ugradiktan sonra ugradig: yerler ilk kez bu ikiliye ugradiktan sonra ile ikinci kez
ugradiktan sonra ayni olacaktir. Yani ileriye gidis tek tiirlii olmalidir. Geriye doniisiin de tek
tiirlii oldugu asikardir. Ciinkii iki durumda da dogrunun 6nceki gectigi nokta, u¢ noktanin saat
yOniiniin tersine dondiirilmesiyle bulunacaktir. Bu da iki durumda da aynidir. O halde bu
dogru siirec icinde bir defa bir ikili iizerinde bulunduysa aslinda bu ikili lizerinde sonsuz defa
bulunmustur yani siirecimiz tam periyodiktir. Bir diger gézlemimiz olarak herhangi bir
noktadan dyle bir dogru ¢izilir ki sekli tam olarak iki es parcaya boler. Bu da asikardir, ¢iinkii



o noktadan gegen herhangi bir dogruyu saat yoniine veya tersine dogru dondiirdiigiimiizde iki
taraf arasinda olan nokta sayis1 farki siirekli olarak birer azalacak ve bir yerde esit olacaktir.

Bir diger gdzlemimiz olarak n’nin ¢ift ve tek durumlarmi inceleyelim. ilk énce
seklimizde olan bir noktadan gecen ve sekli iki tarafinda olan nokta sayisi esit olacak sekilde
ayiran dogruyu alalim.

C oo
Sekil-2

Bu dogrunun sag bolgesi A ve sol bolgesi B olsun. Dogruyu saat yoniine
cevirdigimizde ve dogrunun sekil-2’de olan bir diger C noktasina degdiginde 4’daki nokta
sayis1 B’den bir fazla olur. Bu dogru C’yi merkez alarak saat yoniine dondiirdiiglimiizde ise
eger bir sonraki merkezimiz 4 bolgesinden olursa bu sefer B’de ki nokta sayis1 4’dakinden bir
fazla olacaktir. Eger yine B bolgesinden olursa 4’daki nokta sayis1 bir fazla olmaya devam
edecektir.

\ B balgesi

B bolgesi / A bolgesi
! . A bolgesi c

Sekil-3

Sekil-3’de goriildiigii gibi eger 4 bolgesinde ise yeni merkez 4 bolgesindeki nokta sayisi 1
azalir B bolgesindeki nokta sayisi ise 1 artmistir ve B’de ki nokta sayist 4 dakinden 1 fazla
olur. Eger yeni merkez B bolgesinde ise B bolgesinde olan nokta sayis1 ve 4 bolgesinde olan
nokta sayis1 degismedi. O halde iki bolge arasindaki nokta sayisi farki degismedi. Bu
demektir ki eger bir dogru tiim noktalar1 aralarindaki nokta sayis1 farki bir olan iki bolgeye
ayirtyorsa ve dogrunun saat yonii boyunca doniistindeki rastladigi ilk nokta sayis1 az olan
bolge ise fark degismiygr, nokta sayisi fazla olan tarafta ise bu sefer nokta sayisi az olan
tarafin nokta sayis1 diger bolgedekinden bir fazla oluyor. O halde su sonuca varabiliriz ki bu
stirecte dogrumuzun tam donme merkezini degistirdigi anda ayirdig iki bolge arasindaki
nokta sayisi farki sadece 1 olacaktir. O halde bu giizel bilgiyi kullanarak soruyu ¢ézelim.

Iddiamiz biz en basta dogrumuzu sekli aralarinda ki nokta sayisi farki 1 olan ve seklin iki
noktasindan gecen dogrumuz olsun. Donme merkezi bu iki noktadan herhangi biri olabilir.
Varsayalim ki bu dogru sart1 saglamasin o halde dyle bir boélge vardir ki bizim dogrumuz o
bolgeden hi¢ gegmemistir ve o bolgede en az 1 nokta vardir. Simdi dogrunun siirecini alalim,
bu stireg i¢inde dogru 4 noktasindan baslayacak ve bu bolgeden hi¢ gegmeyecektir. O halde
durumlar bu boélgenin ¢evresinden dolanacaktir veya bu bdlgenin siirekli bir tarafinda
kalacaktir.



Asagida sekil-4’deki gibi, siyah bolge i¢cinde en az bir nokta bulunan ve dogrunun siire¢
icinde bu bolgenin agagisina (sekildeki gibi) gecemedigi bir bolgedir.

AN

Sekil-4

Ancak bdyle bir durum olamaz. Ciinkii bu bdlge icinde en az bir nokta var ise dogrumuz C’yi
merkez kabul ettikten sonra saat yoniinde dondiiriiliirken siyah bolgedeki bir noktaya D
noktasindan daha 6nce temas eder ve C’den sonraki donme merkezi D olamaz. O halde tek
olasilik bu siire¢ iginde dogrumuzun asagidaki gibi siyah bolgenin ¢evresinden dolanmasidir.

E M Bolgesi

E
O Balgesi
N Bolgesi

P Balgesi

Sekil-4

Simdi bu durumu inceleyelim. GE dogrusu saat yoniine doniip ilk rastladig1 nokta F noktasi
oldugundan N bolgesinde ve O bolgesinde nokta yoktur ve P bolgesinde noktalar vardir ve bu
dogrular sekli nokta sayisi farki 1 olan iki bolgeye ayiracagindan P bolgesinde oldugu kadar

M boélgesinde de nokta var.
I

R Balgesi
U Bolgesi

T Bolgesi

Sekil-5

Ayni sekilde 7 bolgesinde de siyah bolgedeki kadar ve M bolgesindeki kadar nokta var o
halde bu GE dogrusunun sekli arasinda 1 nokta fark olan iki bolgeye ayirmasiyla ¢elisir ¢linkii
bu halde M bolgesindeki nokta sayis1 P bolgesindekinden bayagi azdir. O halde boyle bir
bolge yoktur. Oyleyse basta aldigimiz dogru bu siiregte her noktay1 sonsuz defa merkez alir.



Soru 3. Gergel sayilar kiimesinden kendisine tanimli bir f: R — R fonksiyonu, tiim x, y
gercel sayilart icin,

S +y) =y Ax) + fifx))
kosulunu saglryor. Her x < 0 igin, f{x) = 0 oldugunu kanitlaymniz.

Coziim (Mehmet Efe Akengin / Istanbul Lisesi): Verilen fonksiyonel esitsizlige P(x, y)
diyelim. Madem her x < 0 i¢in f{x) = 0 oldugunu gosterecegiz, ise VXER igin f{x) <0

oldugunu ispatlamakla baslayalim. Aksini varsayalim, dyle bir ce R bulunsun ki f{c) > 0
saglansin.

P(x, 0): flx) =flx +0) <0-Ax) + f[f(x)) ise Ax) <f(f(x)),VxeR ...(1)

Diger taraftan P(c, y): fic +y) <y-f(c) + f(f(c)) saglaniyor. Buradan hareketle, y — —o0 i¢in
flc +y) — —o, dolayisiyla da f{y)) — —oo ve hatta f(f(y)) — —o0 ...(2) bulunur.

Simdi (1)"1 kullanarak her y > 0 i¢in,
P(, y): f0) = A=) + ) Sy ) + ) <y fA) + ) = 0+ DAR), Vy € R
bulunur. Burada (y + 1) pozitif bir sayidir ve dolayisiyla y — o i¢in —y — —oo ve (2)’den
(y + 1)-f(f(—y)) — —o. Fakat bu f{0)’1n reel olmasiyla celisir. Varsayimimizda celigki elde
ettik.

Demek ki Vx € R i¢in flx) <0 ...(2). Hatta eger bir x, igin f{xo) = 0 ise (1)’de
x — x¢ yazarsak: 0 = f{xo) < f(f(xo)) =f(0) bulunur. Fakat bu (2)’den f{0) = 0 demektir.
Buradan da her x < 0 i¢in (2)’yi kullanarak

P(x, —=x): 0=f(0) = flx + (=) < (=x)flx) + fif(x)) < 0

elde edilir, esitsizlikte esitlik durumu da saglandigindan f{x) = 0, her x < 0 bulunur.

Ozetlersek, bir x igin f{x) = 0 ise soruyu ¢dzdiik. Dolayisiyla genelligi bozmadan her x
icin f{x) # 0 oldugunu varsayalim. Bu durumda (2)’den f(x) <0, Vx € R elde edilir. Yeniden
ana esitsizligimize donelim:

P(x, fix) —x): fiflx)) = Alx + (Ax) — x))
P(x, fix) —x): fiflx)) = flx + (flx) — x)) < (fx) — x):Ax) + f(f(x))
ise x-{x) < £(x) olmalidir. Ayrica f{x) < 0 oldugunu biliyoruz, dolayisiyla her iki tarafi f{x)’e
bolersek x > f(x) olacaktir. Bu esitsizlikte x — f{x) yazarsak f{x) > f(f(x)) ki bu (2) den f(x) =
f(f(x)) demektir. Bu esitligi P(x,y)’de yerine yazarsak:
P(x, y): fix + y) < yfx) + ifx) = (v + D:Ax)

bulunur. Son olarak y <0 i¢in:
PO ) =0+ ) = (1) + 1A0) oldugumdan /()< 0
/0 ) @

..3)

Py, =): L0) = Ay + (=) = () + D:AY) oldugundan f(y)=-"——

f() /(0

3 4)’d
(3) ve (4)’den —— - f(O)

<f( ) S



Ifadeyi £{0)’a béliip ters gevirirsek, f(0) negatif oldugundan y > {0) bulunur. Yani her y <0
sayis1 f{0)’dan biiyiik veya ona esit olmalidir ki bu imkansizdir, demek ki f{x) # 0
varsayimimiz yanlistir ve ispatimiz biter.

IKINCi GUN SINAV SORULARI

Soru 4. n > 0 bir tam say1 olsun. Iki kefeli bir terazimiz ve agirliklar: 2°,2", ..., 2" ' olan n
tane agirligimiz var. Bu agirliklar: n hamlede birer birer ve hi¢bir asamada sag kefe sol
kefeden daha agir olmayacak bicimde teraziye yerlestirmemiz gerekiyor. Tiim agirliklar
teraziye konulana kadar her hamlede, teraziye heniiz konulmamis agwrliklardan birini secerek
bunu sol veya sag kefeye yerlestiriyoruz. Bu hamleler dizisinin kag farkl bicimde
vapabilecegimizi belirleyiniz.

Coziim (Yigit Yargic / Ludvig Maximilian Universitit, Munich, Teorik Fizik): Oncelikle
soruya nasil yaklasacagimiza dair birka¢ gézlemde bulunalim: 2°, 2", 22, 2°, ... say1 dizisinin
onemli bir 6zelligi, dizideki her terimin kendisinden once gelen terimlerin toplamindan biiyiik
olmasidir. Oyleyse daha &nce yerlestirilmis agirliklarin hepsinden daha biiyiik bir agirlik
yerlestireceksek bunu sol kefeye koymak zorundayiz, aksi halde eger daha 6nce koymak
istedigimiz agirliktan daha biiyiik bir agirlik yerlestirilmis ise, elimizdeki agirligi istedigimiz
kefeye koymakta serbestiz.

Coziimde her durumu ayr1 ayr1 incelemek zor olacagi i¢in soruya dolayli olarak yaklagmay1
deneyelim: Diyelim ki, her n > 1 sayis1 i¢in bir f{n) sayisini1 artyoruz, dyle ki bu f{(n) sayisi
bize n agirlik i¢in yapabilecegimiz hamle dizilerinin sayisini versin. Simdi f{(n) sayisini
buldugumuzu varsayarak f{n + 1) degerini inceleyelim. Elimizde 2°, 2, ... 2", 2" agirhklar
var. En kiigiik 2° agirhigina bakalim. Eger bu agirlig: teraziye ilk 6nce koymak istersek, sol
kefeye koymak zorunda oluruz, ilk hamle tek tiirlii bellidir, bundan sonra ise sanki bu agirlig
hi¢ koymamisiz gibi geriye kalan # tane agirlig1 f(n) sekilde yerlestirebiliriz. Eger en kiiciik
agirhigr ilk hamlede koymayacaksak (bu durumda diger » agirliktan birinin hemen arkasindan
koyacagiz), bu agirlig1 sag veya sol kefeye koymak dengeyi bozmayacagi icin fark etmez,
yani n tane siranin her biri i¢in ikiser tane se¢im hakki elde ederiz. Boylece en kiiclik agirlik
icin diger n tane agirhigin f(n) sekilde dizilislerinin her biri basina toplam (27 + 1) tane se¢im
hakki elde ederiz. Carptigimizda bu bize (n + 1) tane agirhigin dizilisi igin

fin+1)=(2n+ 1)f(n) sonucunu verir. n = 1 olsa, elimizde tek bir agirlik olur, bunu sol
kefeye koymak zorunda oluruz ve f(1) = 1 olur. Tiimevarimla f{n + 1) = (2n + 1)-A(n) iliskisini
kullanarak buluruz ki, her » i¢in f(n) sayisi, ardisik ilk » tek dogal sayinin ¢arpimina esittir.

n-1
Yani f(n)=]](2i+1)bulunur.

i=0

Soru 5. Z tam sayilar kiimesini ve Z" pozitif tam tamsayilar kiimesini gostermek iizere, bir

f:Z — 7" bir fonksiyon olsun. Tiim m, n tam sayilar1 igin, f{n) — f{n) farkinmn f{m — n) ile
boliindiiglinii varsayalim. f{m) < f(n) kosulunu saglayan tiim m, n tam sayilar1 icin, f(n)
sayisinin f{m) ile boliindiigiinti kanitlayiniz.



Coziim (Mehmet Efe Akengin / Istanbul Lisesi): Oncelikle su iki gozlemi yapalim:

i) Her m tamsayisi i¢in f{(m) | £0):
fim) =f(m—0) | (fim) — f(0)) oldugunda f{(m) | £(0) olacaktir.

ii) Her n tamsayisi i¢in f(n) = f(-n):
Ai=n) =0 — n) | (RO) — fin)) ve fi—n) | f(0) oldugundan fi-n) | {n) olacaktir. Benzer sekilde
fin) | fien), demek ki fi-n) = fin).

Simdi varsayalim f(m) < f(n) ve f(m), f(n)'i bolmiiyor. Celiski elde edecegiz. Bunu

yaparken f(m), f(n) ve f(m + n) arasindaki boliinebilirlik iliskilerini inceleyecegiz.

(fm + m) =fln — m)) | () f-m)) = fin) — fim))
Burada f(n) > f(m) oldugundan f(m + n) < f(n) — f(m) ...(»)
fin) | (fim + n) — fim)) oldugu agiktir. Burada ii¢ durum vardir:

a) Eger fim + n) = f(m) ise, fim) | (fm + n) — fin) = f{m) — f(n)) bulunur ki bu
fim) | f(n) demektir, varsayimimizla gelisir.

b) Eger f(n) <f(n + m)— f(m) ise, (+)’1 bu esitsizlige eklersek:
fin) + fim + n) <f(m+ n) + f(n) — 2f(m) bulunur ki bu 2f(m) < 0 demektir, f
fonksiyonunun pozitif degerler almasiyla celisir.

c¢) Eger fin) <f(m)—f(n+ m) ise, (x)’1 bu esitsizlige eklersek:
fn) + fim + n) < f(n) — fim + n) bulunur, fakat bu yine f fonksiyonunun pozitif
degerler almasiyla gelisir.

Her ii¢ durumda da ¢eligki bulduk, demek ki varsayimimiz yanlistir.
fim) < f(n) i¢in f(m) | f(n). Boylece ispatimiz tamamlanmis olur.

Soru 6. ABC, ¢evrel cemberi I olan dar a¢ili bir tiggen olsun. [, I’ya teget bir dogru ve I’ nin
BC, CA ve AB dogrularina gore yansitilmasiyla elde edilen dogrular da sirasiyla l,, I, [,
dogrularmin belirledigi iicgenin ¢evrel cemberinin I ¢cemberine teget oldugunu gésteriniz.

Coziim (Ufuk Kanat / Ozel Samanyolu Fen Lisesi):




Oncelikle / nin T ya teget oldugu noktaya T diyelim.
bNL={D},I.Nl,={E}, [, NI,={F},INBC=K,, [N CA=K, INAB=K,
olsun. DEF {liggeninin ¢evrel cemberi de I olsun.

T"nin BC, CA, AB dogrularina gore simetrigi olan noktalar sirasiyla 7,, Tp, T, olsun. T € T’
oldugundan 7"nin ABC liggeninin kenarlarina ¢izilen dikme ayaklar1 dogrusal olur (Simson
dogrusu3). T,, Ty, T.noktalar1 7°nin olusturdugu Simson dogrusunun 7 merkezli 2:1 oranl
homotetisi* iizerinde oldugundan 7, T}, T, noktalar1 dogrusaldir.
m(CAB) = A, m(ABC) =B, m(BCA) = C
olsun.
m(FDE) = 180° — 24, m(DEF) = 180° — 2B, m(EFD) = 180° - 2C
oldugunu ispatlayalim. 7°nin bulundugu yer ¢6ziimii degistirmeyeceginden ¢ozliimii
yukaridaki sekle gore yapalim. m(AK.T) = o olsun. /. dogrusu /’nin AB dogrusuna gore
simetrigi oldugundan m(4AK.D) = m(AK.T) = o. olur. Ote yandan
m(K KpA) = m(BAKp) — m(BK . Kp) = A — o
olup /, dogrusu /’nin CA dogrusuna gore simetrigi oldugundan m(AK,D) = m(AK,K.) = A — a
olur. Buradan
m(FDE) = 180° — m(DK Kp) -m(DK,K ) = 180° — 200 — 2(4 — o) = 180° — 24
buluruz.

Ayni sekilde m(DEF) = 180° — 2B, m(EFD) = 180° — 2C esitliklerini elde ederiz.
ATyDT,, BT.ET,, CT,FT, dortgenlerinin kirisler dértgeni oldugunu ispatlayalim. 7, ve T,
noktalar1 7”nin sirasiyla CA ve AB ye gore simetrigi olan noktalar oldugundan
m(CAT) = m(CATy) ve m(BAT) = m(BAT,)
esitlikleri saglanir. m(CAT) = x dersek
m(BATy) = A —m(CATy) =A—-m(CAT)=A4 —x
olur. Buradan

> MD-2008-1V, sayfa 78’de Teorem 10’a bakiniz.
* MD-1991-1V, sayfa 3’te Hiiseyin Demir’in makalesine bakiniz.



m(TpAT,) = m(TpAB) + m(BATy) = m(BAT) + m(BATy) = m(BAT) + (A —x) =

m(BATp) + m(TpAT) + (A —x)=(A —x) +2m(CAT) + (A —x)=(A—x) +2x + (4 —x) =24
elde ederiz. m(T.DT,) = 180° — 24 oldugunu ispatlamistik.
Buradan

m(TpAT,) + m(T.DTp) = 180°

ve boylece m(AT,DT,) dortgeninin kirisler dortgeni oldugunu goriiriiz. Ayni sekilde BT .ET,,
CT,FT, dortgenlerinin kirisler dortgeni oldugunu soyleyebiliriz. AT,DT,, BT .ET,, CT,FTy
dortgenlerinin ¢evrel gemberlerine sirastyla I'y, I'p, I'. diyelim.

I, T,, I'p, I'c cemberlerinin noktadas oldugunu ispatlayalim. I', N T, = {M} olsun.
m(DMF) = m(DMT}) + (TyMF)
olup I', ve I', cemberleri yardimiyla
m(DMTy) + m(TyMF) = m(ET.Tp) + m(ET,Tp) = 180° — m(T,ET.) = 180° — m(DEF)
ve boylece m(DMF) = 180° — m(DEF) elde ederiz. O zaman M noktasi "' {izerindedir. Aym
sekilde M noktasinin I'. izerinde oldugunu da soyleyebiliriz. O halde I, I',, I'5, I'. gemberleri
noktadastir.
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Simdi de 4D, BE, CF dogrularinin DEF {iggeninin i¢ agiortaylar1 olduklarini gosterelim.
DKK.tiggeninde (daha 6nce de gosterdigimiz gibi) AK; ile AK, i¢ agiortaylardir. O zaman 4
noktast DK,K, liggeninin i¢ merkezidir. 7°nin durumlarina gére 4 noktas1 DK,K, licgeninin dig
merkezi de olabilir. Boylece durum nasil olursa olsun 4D dogrusu K DK} agisinin i¢
aclortayidir. Buradan AD dogrusunun DEF liggeninin D ag¢isinin i¢ agiortay1 oldugunu
buluruz. Ayni1 sekilde BE, CF dogrulariin DEF iiggeninin i¢ agiortaylart olduklarini
sOyleyebiliriz.

I, Iy, I'p, ['e, I gemberlerinin noktadas oldugunu yani M noktasinin I ¢gemberinin de iizerinde
oldugunu ispatlayalim. 4BC iiggeninin diklik merkezi H olsun.

AHNT={4,H,},BHNT={B, H,),CHNT={C, H}

diyelim. I', N I' = {4, M'} olsun. I', ¢gemberinden m(AM'T) = m(ADH) buluruz. AD dogrusu
EDF agisiin agiortayl oldugundan
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m(ADH) = (180° —24)/2 =90° — 4
olup m(AM'Ty) = 90° — A olur. Ote yandan m(AM'Hy) = m(ABH,) oldugunu I" cemberi
yardimiyla biliyoruz. m(ABH}p) = 90° — 4 olup m(AM'H,) = 90° — A elde ederiz. Buradan
M' € HpTpbuluruz. Aym sekilde M' € H.T, oldugunu buluruz. Yani H,T, dogrusu ile H.T,
dogrusu I" iizerinde kesisiyor ve bu kesisim I', iizerindedir. Yaptiklarimizin aynisini I’ igin
yaparsak H.T, dogrusu ile H,T, dogrusunun I iizerinde kesistigini ve bu kesigsimin I’ lizerinde
oldugunu elde ederiz. O zaman H,T,, HyT,, H.T, dogrular1 I {izerinde kesisiyor olup bu
kesisim I'y, I'5, I'. cemberlerinin de iizerindedir. I', N ', N I, = {M} olup M noktas1 I"
¢emberinin de iizerindedir.

AW

T, T) b

HL I

K,

Son olarak I' ile " gemberlerinin birbirlerine M noktasinda teget oldugunu ispatlayip soruyu
sonlandiralim. I' gemberine M noktasinda teget olan dogruya m diyelim. M’nin F’den m’ye
cizilen dikme ayaginin bulundugu tarafinda kalan bir X noktasini alalim.

m(FMX) = m(CMX) — m(CMF)
olup I' gemberinde teget-kiris acilarin yardimiyla m(CMX) = m(CBM) esitligini, I',
cemberindeki agilar yardimiyla m(CMF) = m(CT,F) esitligini elde ederiz. Buradan
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m(FMX) = m(CBM) — m(CT,F) = m(CBT,) + m(T,BM) — m(CT,K,)
elde ederiz. 7°nin BC’ye gore simetrigi 7, oldugundan
m(CT,K,) = m(CTK,) ve m(CBT,) = m(CBT)
elde ederiz. O zaman
m(FMX) = m(CBT) + m(T,BM) — m(CTK,)
olur. / dogrusu I' gemberine 7 noktasinda teget oldugundan dolay1
m(CBT) = m(CTK,) olup m(FMX) = m(T,BM) buluruz. I', cemberindeki agilardan
m(T,BM) = m(T,EM ) = m(FEM)
ve sonug olarak m(FMX) = m(FEM) esitligini buluruz. Bu durumda m dogrusu I'' ¢gemberine
M noktasinda teget olur. O zaman I" gemberi ile I'" cemberleri birbirlerine M noktasinda
tegettir. Boylece ispat1 sonlandirmis olduk.
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