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Matematik Diinyasi1 Dergisi'nin 2013-I sayisinda
Turan Teoremi hakkinda bir yaz yaymlanmigtir.
Yazida Turan Teoremi bir ¢izgede 3-gen olusma
sinirini hesaplamak icin kullanilmig, 3 yerine daha
biiyiik sayilar igin ise kullanilabilecegi belirtilmisti.
Bu yazida Turan Teoremi’nin daha genel duru-
munu, yani 3 yerine k sayis1 yazildiginda neler
olacagim inceleyecegiz.

Cizgenin ne oldugu konusunda hepimizin az ¢ok
bir fikri vardir. Bir ¢izge, kogeler (noktalar) ve
bu kogeler arasindaki baglantilar (kenarlar) dan
olusan bir gesit grafiktir. Bu grafikte noktanin ne
kadar ytiksekte oldugu, ya da kenarlarin ne kadar
uzun oldugunun hicbir 6nemi yoktur. Tek onemli
olan ele aldigimiz 2 noktanin kenarin birbiriyle
baglantili veya baglantisiz olmasidir. Bir noktanin
baglant1 sayisini o noktanin derecesi olarak ifade
ederiz.

Pek ¢ok cesit ¢izge vardir ancak bu yazida bah-
settigimiz cizgelerde bir nokta kendisiyle baglantili
olamaz ve 2 nokta arasinda en fazla bir ¢izgi ola-
bilir. Bir ¢izge diizlemsel olmak zorunda degildir.
Hatta ne yaparsak yapalim diizlemsel olamayacak
gizgeler vardir.

4 nokta ve 6 bagitidan (kenar) olusan bir ¢izgeyi
ele alahm. Bu cizge Sekil 1’deki gibi pekala
¢izilebilir.

Sekil 1

Simdi de 5 nokta ve 9 kenardan olusan bir ¢izgeyi
ele alalim. Bu da pek zorlanmadan bir diizleme
¢izilebilir:
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Sekil 2

Peki bu c¢izgeye bir kenar daha ekleyecek olursak?
Iste o zaman cizge diizlemsel olarak cizilemez olur
ve bir ¢izgi digerlerinin altindan veya tistiinden
gecmek zorunda kalir. Yani 5 koseli bir ¢izgede 10
veya daha fazla kenar varsa (daha fazla olamaz ama
yine de varsa diyelim) bu ¢izge diizlemsel olamaz.

Gordiigiimiiz gibi bir ¢izgede koge sayist sabit tutu-
larak kenar sayisi arttirildigi zaman belli bir nok-
tadan sonra ¢izgemiz diizlemsel olmaktan ¢ikmak
zorunda kaliyor. Benzer sekilde cizgede kenar sayisi
arttikca gizgede tiggenler olugsmak zorunda kalir.
2013-1 sayisindaki makaleden bir cizgedeki ticgen
olugma smirmi Turdn Teoremi sayesinde hesaplaya-
bilecegimizi biliyoruz. Bu yazidaki amacimz, tiggen
yerine “her biri birbiriyle baglantili olan k£ nokta”
(kisaca K, diyelim) ifadesi yazildiginda sinir1 nasil
hesaplayacagimizi bulmak olacak.

Once 3 igin cevaba nasil ulagtigimiz hatirlayalim.
Turdan Teoremi'ni hi¢ kullanmadan, sadece
¢izgemizi 2 parcaya ayirarak bunun istesinden
gelebiliriz. Daha iyi anlagilabilmesi i¢in bunu bir
ornekle gosterelim:

10 koseli ve hig tiggen icermedigi bilinen bir ¢izgede
en fazla kag¢ kenar olabilecegini hesaplayalim.
Cizgemizi 5 nokta bir tarafta ve 5 nokta diger ta-
rafta olmak {izere 2 gruba aywalim (Carpimlarimin
yiksek olmasi icin egit dagittik). Simdi her nok-
tayi, karsi gruptaki tiim noktalarla birlestirelim.
Bunun sonucunda hi¢bir nokta kendi grubundaki
bir diger nokta ile baglantili olmamig olur ancak her
nokta kargi gruptaki tiim noktalarla baglantilidir.
Herhangi 3 noktay1 ele aldigimizda, bunlardan en
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az ikisi aym grupta olacaktir. Ayni grupta olan-
larin arasinda baglanti olmadigindan bu 2 nokta
arasinda da baglanti olmamig olur. Yani hangi
3 noktay1 secersek secelim 3’tintin de birbiriyle
baglantili oldugu bir durum yoktur. Dolayisiyla
cizgemizde hi¢ ticgen olmaz. 26’mmc1 baglantiyi
ekledigimiz anda bu diizen bozulacagindan sinir
5 x 5 = 25tir. Turdn Teoremi’'ni kullanmadan
¢ozebildik. Ancak 3 yerine daha biiyiik bir say
verildiginde cevaba nasil ulasacagimizi hala bilmi-
yoruz.

Aslinda onun da cevabini verdik. Tek yapmamiz
gereken 3 yerine verilen bir k sayisi i¢in ¢izgemizi 2
degil k-1 parcaya ayirmak. Yine aym mantikla her
noktay1 sadece kendi kiimesinde olmayan tiim nok-
talara bagladigimizda hi¢ Kj olmamasini saglamig
oluruz.

Cizgemizin koge sayisi n olsun ve hi¢ Ky, igermedigi
takdirde en fazla kag kenara sahip olabilecegini bu-
lalim. n’nin k — 1 ile béliimiinde bolim x, kalan y
olsun. Simdi (k— 1)z noktay segelim ve her birinde
x nokta olacak gekilde k¥ — 1 gruba ayiralim. Kalan
y noktay1 da kiimelerin y tanesine birer tane olacak
sekilde dagitalim. Sonucta y farkli kiimede x + 1
nokta ve k —y —1 farkh kiimede = nokta bulunmus
olur. Jimdi her noktay1 kendi kiimesinde olmayan
tiim noktalarla baglayalim. Buna gore:

ap = (n—(z+1))(z+1)
as=(Mn—(x+1))(x+1)

ay : m—(z+1)(z+1)

ayir = (n - a)a

ag—1 = (n—x)x
olur. Buradan toplam kenar sayisi:

a1 +ag + -+ ap-1
2

olarak bulunur. Ancak bu ifadeyi diizenlemek
gorundugi gibi kadar kolay degil. Cok fazla za-
man ve gereksiz iglem gerektirmesinin yanm sira
istedigimiz gibi bir ifade elde edecegimizin garan-
tisi de yok. Bu yiizden ufak bir hileye bagvuralim.

Burada n = (k — 1)z diyerek 3’yi saf digi birakalim.
Bu iglemin sonucunda tabii ki x tamsayl olma
ozelligini kaybedecektir. Ancak biraz diigiinerek
bunun bir éneminin olmadigim siz de fark edebi-
lirsiniz. Hatirlayin, amacimiz tam olarak suydu:
“Oyle bir A ifadesi bulmahyz ki ¢izgemizde A’dan

fazla kenar oldugunda K oldugunu garanti ede-
lim. Aymi zamanda |A] (A’nin tamdegeri) kenar
iceren ve K} icermeyen bir ¢izge de bulunabilsin.”
Bu durumda A'nin tamsay1 olup olmamas bir gey
degistirmez. Orneé;in A = 32,445454545 . .. olsa
bile biz bu ¢izge icin sinir saymin 32 oldugu yo-
rumunu yapabiliriz. Simdi ¢izgemizi £ — 1 gruba
aywralim ve her grubun noktalarini diger tiim grup-
lardaki noktalarla birlegtirelim. Her gruba x nokta
diiseceginden:

ap = (n—x)x

ag = (n—x)x

ak-1=(n—z)z
olacaktir. Toplam baglant1 sayisi ise aynm yoldan:

a1 +ag+---+ag—1
5 =

(n—z)(z(k—1))=A

DO =

olarak bulunur. Burada z(k — 1) = n oldugunu
bildigimizden basit¢e = n/(k — 1) yorumunu ya-
pabiliriz. Bu iki ifadeyi toplam baglant1 sayimiza
yerlegtirirsek:

1 n
A= E(n— k—l)n
n? 1
TR Y

ifadesini elde ederiz. Bu da Turan Teoremi’nin
ta kendisidir! Gergekten de tahmin ettigimiz ka-
dar zor olmadi degil mi? Ne yazik ki hentiiz degil.
Cunki hala bu ifadenin simir oldugundan emin
degiliz. Yani bu ifadenin tizerindeki tium sayilar
icin ¢izgede K olusuyor bile olsa bu yeterli bir
kamt degil. Ispati tamamlamak icin tiimevarim
yapmamiz gerekiyor. Tiimevarim yapmak igin yeni-
den bir ¢izge olugturacagiz, ¢iinkii su anki ¢izgemizi
Oyle gruplara ayirdik ki, gruplardaki nokta sayilari
tamsay1 bile olmadi. Ornegin bir gruba 2,5 nokta
diigiiyordu. Bu ifade matematiksel islemlerde her
ne kadar sorun gikarmasa da tiimevarim yapmamizi
engeller. Simdi yeni bir ¢izge tamimlayalim.

Cizgemiz G, kenar sayisi E olsun. G c¢izgesin
K icermeyen sekilde en fazla sayida kenar
icerdigini varsayalim. Bu durumda G mutlaka
K1 igeriyordur. Bu Kj_q’lerden bir tanesini ele
alalim ve bunu B kiimesi olarak tanimlayalim. G
¢izgesinin B kiimesi disinda kalan koselerini de
C kiimesi olarak tamimlayalim. Buna gore, e, ve
e sirasiyla koseleri B ve C' kiimelerinden olan
kenar sayisi, e, de bir kogesi B’de, diger kosesi
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C’de olan kenarlarin sayisi olsun. Bu durumda
ep+e.+epe = F ve

+= ()

Jimdi de tiimevarim yapmak igin kiigiik ¢izgenin
(C kiimesi) teorimizi sagladigini varsayalim ve tiim
cizgenin de kogeler kiimesini sagladiginmi ispatla-
maya caligalim. Timevarimimizdan dolay::

oldugu aciktir.

<(n—k—|—1)2 1

Co= 7 =7

bulunur.

Eger C kiimesinden bir nokta B kiimesindeki
k — 1 noktamin timiiyle baglantili ise bu k
nokta K} olugtururlar. Yani C' kiimesinden her-
hangi bir nokta B kiimesinden en fazla nokta ile
baglantili olabilir. C' kimesinde n — k& + 1 nokta
bulundugundan:

epe <(n—k+1)(k—2)
bulunur. Bunlar: bir araya koyarak

n? 1
E= c e < — 1——
ep+e +eb_2( k—l)
bulunur. Boylelikle bir 6énceki yazida acik kalan
kapiy1 kapatmig oluyoruz.

Ancak hala Turdan Teoremi’nin nerelerde ve nasil
kullanildigimi gérmedik. Turdn Teoremi’nin birgok
farkli kullanim alanmi oldugumuzdan onu kullanabi-
lecegimiz bir soru bulmak icin uzaklara bakmamiz
gerekmiyor. Ornegin Matematik Diinyas’’nin 2011-
IV sayisinin 87. sayfasindaki Y433 numarali soruya
bir g6z atalim:

Problem 1. Bir futbol liginde 15 takim bulun-
maktadir. Herhangi 3 takim alindiginda bunlardan
aralarinda mag¢ yaprmas olan ikisinin bulunabilmesi
icin en az ka¢ mac yapimalidir?

Eger bu soruyu Turdan Teoremi olmadan ¢ézmeyi
diigiiniiyorsaniz, unutun derim. Israrci olanlar
bahsi gecen sayiy1 agip ¢oziime bakabilir, ancak
burada kolay yoldan ¢oziime gidecegiz.

Soruyu ¢izgeye dontsgtiirelim. Takimlar kogeler ol-
sun ve mag yapmis olan takimlar arasina kenar
¢izelim. Cizgemizde herhangi ii¢ noktada en az bir
kenar bulunmus olur. Amacimiz Turdn teoremi
yvardimiyla bu soruyu ¢ozmek ancak bu sekilde
Turéan teoremini kullanamayiz. Cinkii Turdan Te-
oremi bize en az degil en fazla kenar sayisini ve-
rir. Bu durumda ¢izgeyi terse g¢evirecegiz. Yeni
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¢izgemizde ma¢ yapmamig olan takimlar arasina
¢izgi ¢izilmis ve herhangi 3 noktay: ele aldigimizda
aralarinda en fazla iki ¢izgi ¢izilmig olur, yani hig
icgen olugmayan bir ¢izge elde etmis oluruz. Bu
durumda Turan teoremini kullanarak, ¢izgemizde
152/4 = 56,25 (Bunu 56 olarak diisiinebiliriz)
veya daha az kenar oldugunu elde ederiz. Top-
lam (125) = 105 tane ikili oldugundan, en az
105 — 56 = 49 tane kenar olmayan ikili vardir.

Yani en az 49 mag yapilmigtir.

Bu soruda fark edeceginiz iizere anahtar nokta
gizgeyi ters ¢evirmekti. Bunu yaptigimiz anda soru
Turdn Teoremi i¢in acik hedef haline déniistii! Bu-
nun gibi ornekler zamaninda olimpiyatlarda da
sorulmus. i@te bir 6rnek:

Problem 2. Bir ¢ember tizerinde 21 nokta veri-
liyor. Cemberin merkeziyle aralarindaki agi 120°
veya daha kic¢ik olan en az 100 nokta ikilisi bu-
lundugunu kanitlayin.

Bu soruyu da ¢izgeye dokecegiz ama biraz farkh
bir gekilde. Noktalar yine kodseler olsun. Bu sefer
aralarindaki ag1 120° veya daha c¢ok olan nokta-
larin arasina ¢izgi cekecegiz. Boylelikle ¢izgemizde
hi¢ tiggen olmamasin saglamig oluyoruz (Eger
A — B ve A — C nin merkezle aralarindaki agilar
120°’den biiyiikse B — C’nin merkezle arasindaki
agt 120°’den kiigiik olur). Turdn teoremine gore hig
iiggen icermeyen 21 koseli bir ¢izgede en fazla

|21%/4] = 110

kenar olabilir. Yani bu ¢emberde merkezle ara-
larindaki ag1 120°’den fazla olan en fazla 110 ikili
bulunabilir. (%)) = 210 oldugundan en az tane
aralarindaki ag1 120° veya daha diisiik olan nokta

ikilisi vardir.

Gordiigiimiiz gibi bir 6nceki soruda yaptigimizin
aynisini burada da yapabildik. Turan Teoremi’ni
Turdn Teoremi’nin kullamlabilecegi sekle sokmak.
Peki ya buna gercekten zorluk denebilir mi? Bu
sorular igin belki cevabimiz hayir olabilir, ancak so-
ruyu Turdn Teoremi’ne benzetmek, hatta sorunun
Turan Teoremi ile ¢oziilebilecegini fark etmek bile
bazen yeterince zor olabiliyor. Bunu bir ornekle
aciklasak daha iyi olacak:

Problem 3. A, S ={1,2,3,...,1000000} kime-
sinin 101 elemank bir altkiimesi olsun. Ispatlayimaz
ki A nasil olursa olsun oyle tq,ts, ... t100 sayilars
bulunur ki Aj = {x +t; : © € A} kiimeleri ikiserli
olarak kesismez.

A= {al,...,alol} ve a1 < ag < --- < ayp1 ol-
sun. Yonsiiz bir ¢izge ¢izelim ve (A + i) ve (A + j)
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kiimeleri kesigmiyor ise ¢ ve j arasina bir kenar
koyalim. Cizgemizin 10° kosesi olacaktir. Eger
herhangi bir (A + =) kiimesi ile (4 + y) kiimesi
kesigmiyor ise x — y, hicbir a; — a;’ye esit olmuyor
anlamina gelir (Soyle agiklayalim: A kiimesinin ele-
manlarindan ikisi 2 ve 5 olsun. Eger © = y+3 olursa
(A4 z) kiimesinin birinci elemani ile (A +y) kiime-
sinin ikinci elemani ayni olmus olur, dolayisiyla
bu kiimeler kesigmis olur. Kiimeler kesigmiyor ise
x — vy, herhangi a; — a;’ye esit olmuyor demek-
tir). Bir A kiimesi i¢in a; ve a;, 101 x 100 sekilde
secilebilir. Yani bir z sayisin ele aldigimizda (top-
lamda 101 x 100 tane a; — a; durumu oldugundan)
x —y'yi a; — a;’ye esit yapacak 101 x 100 tane y
sayist vardir. Bu 101 x 100 durum diginda = — y,
a; — aj’ye esit olmadigindan kalan durumlarin
higbirinde ve kiimeleri kesigsmemig olur. Kalan du-
rumlar 101 x 100 tane oldugundan bu x kdsesinin
derecesi en fazla 10° — 101 - 100 olur.

Ayni zamanda ¢izgemizde 106 kdge oldugundan en
az
105(10% — 101 - 100)
2

kenar oldugunu buluruz. Soruda bizden istenen
bu ¢izgede K700 bulundugunu ispatlamak. Turan
teoremine gore 10° koseli bir ¢izgede

1 (1052  98.10'2

(1= =) =
100-1" 2 99-2

sayisindan daha fazla kenar varsa bu ¢izge mutlaka
K700 igerir. Cizgemizde zaten
10%(105 — 101 - 100) o 98 - 1012
2 99 -2

kenar oldugundan ¢izgemizde mutlaka K;00
vardir. Bu 100 nokta kiimelerinin ikigerli olarak
kesismemesini saglayan ti,%o,...,t100 sayilaridir.
ispat tamamlanmigtir.

Yeterince zor bir soru olabilir, ancak ¢ozim yine
ayni. Gordigimiuz kadariyla degisen pek bir sey
yok. Su ana kadar bu diisiinceyle geldiyseniz
hakli sayilabilirsiniz. Daha dogrusu sayilabilirdiniz.
Ciinki bu disgilincelere de yine bir olimpiyat sorusu
cevap veriyor:

Problem 4. Bir dilkede 2001 sehir var. Bunlardan
her birinden en az 1600 farkl: sehre direkt otobiis
baglantisy var. Sehirler nasil baglanirsa baglansin
tiimd birbiriyle baglantils olan n sehir bulmayr ga-
ranti edebiliyorsak n en fazla ka¢ olabilir?

Bu soruda dikkat ederseniz simdiye kadarki so-
rulara gore bir terslik var. Soruda n yerine bir
say1 verip 1600 yerine bilinmeyen konmug ol-
saydi dogrudan Turdn Teoremi yardimiyla ¢oziime

ulagabilirdik. Coziime ulagmak i¢in teoremimizin
geriye dogru iglemesini saglamaliyiz. Bunun igin
yardimci teoremimizi tamimlayalim:

Yardimcr Teorem: n noktaly bir ¢izgede her biri bir-
biriyle baglantily k nokta bulmak mimkin degilse
bu cizgede derecesi en fazla

k-2

olan bir nokta mutlaka vardur.

Ispat1 basit. Aksini varsayalim. Bu durumda her
noktanin derecesi L%nj veya daha fazla olmak
zorunda olur. Cizgedeki toplam kenar sayisi tiim
noktalarin derecelerinin toplaminin yarisi olur, bu

da en az s
Lan

2
ifadesine esgittir. Bu ¢izgede Turdn Teoremi uygu-
layalim. Buna gore ¢izgede hi¢ K} olmadigindan
kenar sayisi en fazla:

olabilir. Yani kenar sayimiz 1. ifadeden biiyiik ve
2. ifadeden kiigiik olmali. Ancak denklemsel olarak
baktigimizda 2. ifadenin 1. ifadeden daha kiiciik
oldugunu acgikga gorebiliriz. Yani celigki elde et-
tik. Aksini varsaydigimz ifade kendisiyle celigtigine
goére ispatimiz tamamlanmigtir. Artik yardimer te-
oremimizi ¢6ziimde kullanabiliriz.

Yardimci teoremimize gore bu ¢izge K, icermiyorsa
derecesi | 2=22001] veya daha az olan bir nokta

bulunabilir. Ote yandan tiim noktalarin derecesi

2=22001]’den fazlaysa bu, ¢izgemizin mutlaka
K, icerdigi anlamina gelir. Yani bu say1 1600’den
kiiciikse tiim koselerin derecesi 1600 veya daha
fazla oldugundan ¢izgemiz mutlaka K, icermis
olur. [2=22001] < 1600 olacak sekilde n en fazla

5 olabilir. Bu durumda cevap 5 olacaktir.

Simdi Turdn Teoremi'ni c¢ok farkli bir ortamda
kullanacagiz. 2 renkli bir ¢izgede!

Problem 5. Bir dlkede n > 5 tane sehir var ve
bunlarin arasindaki uguslar iki havayolu sirketi ta-
rafindan isletiliyor. Tim ucuslar ¢ift tarafle ve iki
sehir arasinda en fazla bir ucus olabiliyor. Devlet
(herhangi bir sehirden baslayip tek bir havayolunu
kullanarak bagladigymaz sehre donecek sekilde) tim
dongiilerin en az 6 gehirden olusmasiny istedigine
gore toplamda en fazla L%J ugug olabilecegini is-
patlaywn.

Soruda verilenleri koseler sehirler ve kenarlar
ucuslar olacak sekilde cizgeye aktaralim. Ucuslar
iki girket tarafindan isletildigi icin ¢izgemizi mavi
ve kirmizi olmak iizere iki renge boyayalim. Soruda
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cizgemizde ticlii, dortlii ya da begli dongii olma-
yacagl verilmis.
Cizgemizin kenar sayis1 E olsun. Soruda verilenle-
rin aksini yani

n2

E>L?J+1

oldugunu varsayalim. Turdn teoremine gore,

n? 1 n

E>[50- g)J = LgJ

oldugundan ¢izgemizde mutlaka K4 vardir. Ancak
tek renkten tiglii, dortlii ya da besli dongii olmasi
gerekiyor. Bu 4 noktayi ele alirsak:Vy Vo, VoVs, V)
kenarlar1 mavi, V1 V3, V1 V4, VoVy kenarlar: kirmizi
olacak sekilde boyayabiliriz(fark etmeyeceginden).
Simdi bu ¢izgeyi iki pargaya ayiralim. Bu 4 nokta
A, bunlarm digindaki n — 4 nokta B kiimesi olsun.
B’deki herhangi bir nokta A’daki en fazla 2 nok-
tayla baglanabilecegini biliyoruz. Simdi, eq, ey, €qp
sayilarii soyle tanimlayalim:

e, = A kiimesindeki kogelerin kendi iglerindeki
kenarlarin sayisi
=6

eqp = A kiimesinin koseleri ile B kiimesinin
kogeleri arasindaki kenar sayisi
<2(n-—4)
e, = B kiimesindeki kendi iglerindeki kenar sayisi

olsun. 5 < n < 8 igin
n—4
ep < 9

(= )n=5) _ n*
2 - -3

olur.

eateptean <6+2(n—4)+

J
olur (5 < n < 8 igin).

Ancak E > L"—;J + loldugunu varsaymistik. De-
mek ki varsaymmimiz hatali. 5 < n < 8 igin
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E< L%QJ bulunur. Simdi diger n degerlerine ba-
kalim (n > 9 ). Timevarim yapmay1 deneyelim.
n = 5,6,7,8 degerlerinin sagladigini bildigimizden
E < %oldugunu ispatlamaya calisirken e, <

@ oldugunu varsayabiliriz. Bu durumda,

—4)2
E=e,+ep+eqw §6+2(n—4)+%
oldugunu elde ederiz. Bu denklemi FE > %2, denk-
lemiyle birlegtirdigimizde 5 > n buluruz. An-
cak n > 5 olmasi gerekiyordu. Celigki. Yani en
bagtaki £/ > L";J + 1 varsayimimiz yanhs. Bura-
dan E < L”;J bulunur.

Bu soruda higbir sekilde Turdan Teoreminin
kirintist bile verilmedigi halde teoremimizi kulla-
nabildik. Bunun gibi ¢esitleri arttirabiliriz, ama
bunu bu yazida yapmak anlamsiz olur. Baslangig
amacimizin Turdn Teoremi’ni ispatlamak oldugunu
da diiglinecek olursak, biraz fazla ileri gittik gibi.

Turédn Teoremi’'ni her ne kadar sadece soru
¢ozmekte kullandiysak da, matematigin soru
¢ozmek diginda birgok alaninda, daha dogrusu
¢izgeye benzetilebilen neredeyse her alaninda kul-
lanabiliyoruz. Yani burada farkl ¢rnekler verme-
memiz Turan Teoremi’nin bu kadar kisith oldugu
anlamina gelmez, teoremimizi hala bir¢ok farkl
amag icin kullanabiliriz. Ornegin soru hazirlamak
bunlardan biri olabilir. . .

Kaynakcga:
[1] Borsenco, Ivan, “On a Turdn Theorem for cyclic
graphs”, Mathematical Reflections, 3(2009).

[2] A. Thagenco, M. Teleuca, “Elements Of Extre-
mal Graph Theory”, Articole 91 Note Matematice.

[3] Andreescu, Titu, “Only Graphs, No Subg-
raphs!”, Note of Titu and Harazi on Algebraic
Inequalities.

[4] www.artofproblemsolving.com

[5] Borsenco, Ivan, “K + k versus Ky, \ €7, Mat-
hematical Reflections, 1(2008)



